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Através de sua critica, empregada com magistral agudeza,
Weierstrasz criou um fundamento firme para a andlise matematica.
Esclarecendo, entre outros, os conceitos de minimo, de funcadao e de
derivada, removeu os defeitos que ainda afetavam o cdlculo infini-
tesimal, depurou-o de todas as nog¢des confusas sobre os infinité-
simos e, dessa forma, dominou definitivamente as dificuldades nas-
cidas desse conceito.

Gracas aos métodos de inferéncia, fundados sobre o conceito
de numero irracional e, mais geralmente, sobre a nocao de limite,
hoje reinam na andlise um acordo e uma certeza totais. E, a des-
peito das mais audazes e mais variadas técnicas de passagem ao li-
mite, nas questdes mais complexas concernentes a teoria das equa-
¢bes diferenciais e integrais, se obtém a concordédncia dos resul-
tados. Toda essa harmonia constitui essencialmente um mérito da
atividade cientifica de Weierstrasz.

Nada obstante, a fundacdo por Weierstrasz do cdlculo infi-
nitesimal ainda nao encerrou a discussao acerca dos fundamentos da
andlise.

O motivo disso é que o significado de infinito em matemd-
tica ainda nao foi inteiramente esclarecido. Na verdade, o infini-
tamente pequeno e o infinitamente grande sdo excluidos da andlise
segundo Weierstrasz, na medida em que as proposigcdes que a eles
dizem respeito sao reduzidas a relacgdes entre grandezas finitas.
Porém o infinito sempre comparece nas sucessdes numéricas infini-
tas que definem os numero reais e ainda no conceito do sistema dos
numeros reais, que é apreendido como uma totalidade presente, aca-
bada e autdénoma.

Essa apreensao exprime-se através de certas formas de infe-

réncia légica — como quando nos ocupamos de todos os nUmeros re-—
ais que gozam de uma certa propriedade ou da existéncia de numeros
reais que gozem de uma certa propriedade — exatamente as quais,
sem se sujeitarem a restricao alguma, sao exigidas para fundamen-
tar a andlise segundo Weilerstrasz e as qualis sdo amiude emprega-
das.

Dessa forma pdde o infinito reinserir-se, as ocultas, na
teoria de Weierstrasz, sem ser colhido pela agudeza de sua criti-
ca. Portanto, é esse problema do infinito gue nos incumbe escla-



recer definitivamente no sentido indicado. E assim como, nos pro-
cessos de passagem ao limite do calculo infinitesimal, o infinito,
no sentido de infinitamente pequeno e de infinitamente grande, se
mostrou como um mero modo de falar, também assim devemos reconhe-
cer o infinito, no sentido de uma totalidade infinita, forma essa
em que ele ainda figura nas demonstracdes, como algo meramente
aparente. E assim como as operacdes com o infinitamente pequeno
foram substituidas por processos finitos, os quais produzem o mes-—
missimo resultado e conduzem as mesmissimas elegantes relacgdes
formais, também assim os métodos de inferéncia com o infinito de-
vem geralmente ser substituidos por processos finitos que produzam
exatamente o mesmo resultado, isto é, argumentos e métodos que
permitam obter fdérmulas e teoremas.

O designio de minha teoria é produzir a certeza definitiva
dos métodos matematicos, nao alcancada durante a fase criticista
do calculo infinitesimal. Portanto, minha teoria deve consumar
aquilo a que Welerstrasz aspirou, ao propor um fundamento da ana-
lise, e para o gue deu um passo necessario e essencial.

Mas no que tange ao esclarecimento do conceito de infinito,
temos que considerar um ponto de vista ainda mais geral. Podemos
reparar que a literatura matemdtica se encontra intensamente inun-
dada de absurdidades e de descuidos, em sua maioria imputdveis ao
infinito. Por exemplo, quando, do ponto de vista de uma condigao
restritiva, se exige que, na matemdtica rigorosa, uma qualquer de-
monstracao admita apenas um nUmero finito de passos. Como se fosse
possivel darmos um numero infinito de passos!

Também antigas objeg¢des, que hd muito tempo supunhamos re-
solvidas, reaparecem em novos trajes. Assim, novamente, algumas
mentalidades aceitam que, mesmo que se possa introduzir um concei-
to sem o risco de contradigdes e gue se possa provar 1isso, ainda
assim nao é certo o seu direito de ser introduzido. Foi exatamente
essa a objecadao que, a seu tempo, prevaleceu contra os numeros ima-
gindrios, quando se dizia: "Por meio deles ndo se produzira, cer-
tamente, contradicdo alguma mas a sua introducgdo ndo estd justifi-
cada, poils as grandezas imagindrias ndo existem". Ora, para veri-
ficarmos a legitimidade em introduzir um novo conceito, além de
provarmos que isso nao conduz a antinomias, o Unico critério que
ainda podemos impor é a fecundidade desse novo conceito. Na ver-
dade, a fecundidade é necessdria e constitul também a mais alta
instdncia a que nos devemos curvar.

Um outro autor parece também enxergar antinomias, fantasmas
do mesmo tipo, se mesmo ninguém houver afirmado que "funcionar sem
contradicao" no préprio mundo fisico seja considerado um pressu-



posto singular. Tenho acreditado, no entanto, dgque apenas proposi-
cbes e suposicgdes qgque conduzem a proposicdes através de passos,
possam contradizer—-se mutuamente; e a interpretacao de gque mesmo
os fatos e os acontecimentos se cologquem em contradicao me parece
o protdétipo do descuido.

Através desses reparos pretendi apenas mostrar que o escla-
recimento definitivo da natureza do infinito constitui mais uma
necessidade de um amplo dominio de interesses cientificos profis-
sionais do que um tributo a honra do préprio entendimento humano.

Desde sempre, o infinito agitou o adnimo da humanidade mais
profundamente que outra qualquer questao. O infinito atuou inci-
tante e fecundamente sobre o entendimento talvez mais que outra
qualguer idéia. Porém o infinito necessita de esclarecimento mais
que outro qualquer conceito.

Se agora nos propusermos a tarefa de esclarecer a natureza
do infinito, entdo deveremos lembrar—-nos, em poucas palavras, qual
a conotacao que, na realidade, convém ao infinito. Veremos, pri-
meiramente, o que a fisica nos ensina a esse respeito.

A primeira impressao ingénua que temos dos acontecimentos
naturais e da matéria é a continuidade. Perante um pedaco de metal
ou um volume de um fluido, impor-se-nos—-& o juizo de que eles se-
jam ilimitadamente divisiveis, de que uma parte qualquer deles,
por menor que seja, ainda gozard das mesmas propriedades. Mas em
qualgquer lugar no qual se refinaram adequadamente os métodos de
pesquisa na fisica da matéria, se encontraram limites a divisibi-
lidade, que nao decorrem da insuficiéncia de nossas tentativas mas
da natureza das coisas. De modo que a tendéncia da ciéncia moderna
pode ser compreendida francamente como uma emancipag¢ao do infini-
tamente pequeno e que, em vez do antigo lema "natura non facit
saltus", se possa afirmar o oposto, "a natureza da saltos".

E sabido que toda a matéria se compde de pequenos elementos
construtivos, os atomos, da combinacdo e da unido dos quais proce-
de toda a variedade da matéria macroscédpica.

Mas a fisica nao se deteve na teoria atdmica da matéria.
Junto a ela colocou-se, pelo fim do século passado, a teoria atd-
mica da eletricidade, a primeira vista mais estranha. Enquanto até
entdao a eletricidade passava por um fluido e a sua imagem era a de
um agente que opera continuamente, agora também se mostra consti-
tuida de eléctrons positivos e negativos.



Além da matéria e da eletricidade, existe na fisica ainda
uma outra entidade autdnoma, a energia, para a qual vigora igual-
mente a lei da conservacao. Ora, como hoje se comprova, a prdépria
energia nao admite, pura e simplesmente, a fragmentacao infinita
sem restricdes: Planck desvendou os quantos de energia.

E o resultado final, em cada caso, €& qgue, na realidade, nao
se encontra em lugar algum um continuo homogéneo que admita a di-
visibilidade continuada, realizando o infinitamente pequeno. A di-
visdao infinita de um continuo € apenas uma operacao mental, apenas
uma idéia, refutada mediante a observacao da natureza e através
dos experimentos da fisica e da gquimica.

A consideracao do universo como um todo constitui a segunda
situacao na qual nos defrontamos com o quesito da infinitude em a
natureza. Nesse caso, 1investigamos a extensao do mundo, como se
existisse um infinitamente grande.

A opiniao de que o mundo fosse infinito foi dominante por
muito tempo; até Kant e ainda mesmo depois dele, nao havia duvidas
acerca da infinitude do espaco.

Aqui é novamente a ciéncia moderna, especialmente a astro-
nomia, que aduz outra vez essa questao e gue procura resolvé-la,
nao através dos recursos insuficientes da especulacao metafisica,
mas mediante motivos amparados na experiéncia e na aplicacao das
leis naturais. E foram verificadas graves objecdes a infinitude. A
geometria euclidiana conduz necessariamente a admissdo da infini-
tude do espaco. Ora a geometria euclidiana representa, na verdade,
uma construgao e um sistema conceitual livres de contradigdes in-
ternas; disso, porém, nao decorre que ela seja vigente na reali-
dade. A esse respeito podem decidir apenas a observagao e o expe-
rimento. Nas tentativas de provar especulativamente a infinitude
do espacgo passam furtivamente evidentes equivocos. Do fato de que
por fora de uma parte do espaco sempre haja espaco decorre apenas
que o espacgo seja ilimitado mas, de modo algum, que seja infinito.

Porém finito e ilimitado sdo qualidades que nado se excluem.
A pesquisa matemdtica fornece o modelo natural do mundo finito na
denominada geometria eliptica. E a renuncia a geometria euclidiana
jad nado € hoje uma especulacdo puramente matemdtica ou filosdfica
pois também chegamos a isso por outra via qgue, originalmente, nao
se vinculava ao quesito da finitude do mundo. Einstein mostrou a
necessidade de abandonar a geometria euclidiana. Apoiado em sua
teoria da gravitacao, ele também abordou questdes cosmoldgicas e
mostrou a possibilidade de um universo finito; e todos os resulta-



dos obtidos pelos astrdnomos sao inteiramente compativeis com a
suposicdo de um mundo eliptico .

A finitude da realidade foi assim estabelecida em duas di-
recbes: tato para o infinitamente pequeno quanto para o infinita-
mente grande. Todavia pode ser verdade que o infinito possua um
lugar bem justificado em nosso pensamento e que desempenhe o papel
de um conceito indispensdvel. Observemos, pois, como o infinito se
comporta na ciéncia matemdtica e, por agora, interroguemos a mais
pura e mais ingénua crianca do espirito humano, a aritmética. To-
memos uma qualquer da rica variedade de fdérmulas elementares, por
exemplo a férmula

12 + 22 + 32 + ... + n® = (1/6)n.(n+1).(2n+1).

Como podemos nela substituir n por qualquer numero inteiro,
por exemplo, por 2 ou por 5, entdo essa fdérmula inclui uma infini-
dade de afirmativas, e isso ¢é evidentemente sua qualidade essen-
cial; portanto, ela fornece a solucgao de um problema aritmético e
exige uma idéia demonstrativa prépria enquanto as igualdades numé-—
ricas especiais

12 + 22 = (1/6).2.3.5,
12 + 22 + 32 + 4% + 52 = (1/6).5.6.11

se podem verificar pelo céalculo, nao oferecendo por isso nenhum
interesse essencial em si mesmas.

Obtemos uma interpretacao inteiramente distinta e completa-
mente singular e uma apreensao por principios do conceito de infi-
nitude por meio do método dos elementos ideais, sumamente impor-
tante e frutifero. J4d na geometria elementar do plano o método dos
elementos ideais encontra aplicacdo. Nesse contexto, somente os
pontos e as retas do plano sao objetos originalmente reais e efe-
tivamente existentes. Para eles vigora, entre outros, o axioma da
associacao: 'Por dois pontos passa sempre uma uUnica reta.' Disso
decorre que duas retas se cortam no maximo em um ponto. Todavia,
nao vigora o teorema de gque duas retas sempre se cortem em um pon-
to; pelo contrdrio, as duas retas podem ser paralelas. Sabemos
que, 1introduzindo elementos ideais, quais sejam, pontos infinita-
mente afastados e uma reta infinitamente afastada, obtemos o teo-
rema de que duas retas se intersecam sempre em um Unico ponto.

Os elementos ideais "infinitamente afastados" trazem o be-
neficio de que o sistema das leis de associacdao se torna tao sim-
ples e tdo claro quanto é possivel. Sabemos que da simetria entre



0s pontos e as retas decorre o tao fecundo principio da dualidade
na geometria.

Os numeros complexos imaginarios, usuais na algebra, cons-
tituem um outro exemplo do emprego de elementos ideais; aqui eles
se prestam a simplificar os teoremas acerca da existéncia e do nu-
mero de raizes de uma equacao.

Em geometria, para se definir um ponto ideal em geometria,
emprega—-se uma infinidade de retas, a saber, retas paralelas entre
si. Também assim, na aritmética superior, certos sistemas de uma
infinidade de nuUmeros sao reunidos em um ideal de nUmeros e exa-
tamente nisso consiste o emprego mais genial do principio dos ele-
mentos ideais. Em geral, se 1isso ocorrer no interior de um corpo
de nuUmeros algébricos, reencontraremos as simples e bem conhecidas
leis de divisibilidade, vigentes para os habituais numeros intei-
ros. Agqui ja chegamos ao dominio da aritmética superior.

Aproximemo-nos agora da andlise, a mais bela criatura da
ciéncia matemdtica e a mais sutilmente ramificada. Sabeis o papel
decisivo que o infinito ai desempenha e que a analise matematica,
de certo modo, constitui uma sinfonia Unica do infinito.

Os avancgos vigorosos obtidos no calculo infinitesimal de-
pendem, na maior parte, de operar com sistemas matemdticos de uma
infinidade de elementos. Por ser muito facil identificar infinito
com "muito grande", logo surgiram inconsisténcias, os denominados
paradoxos do cdlculo infinitesimal, Jja& parcialmente conhecidos na
Antiguidade pelos sofistas. Foi fundamental gue se reconhecesse
nao poderem ser imediatamente estendidos ao contexto infinito mui-
tos teorema validos para o contexto finito, como 'a parte € menor
gque o todo', a existéncia de minimo e a comutabilidade da ordem
das parcelas ou dos fatores. No inicio desta alocugao, referi que,
gragas especialmente a perspicdcia de Welerstrasz, essas questdes
foram plenamente esclarecidas e que, hoje em dia, em seu dominio,
a andlise se tornou um regulamento infalivel e, simultaneamente,
um instrumento pratico para o emprego do infinito.

Mas a andlise, somente, ndo nos conduz a profunda inteli-
géncia da natureza do infinito. Pelo contrdrio, isso sé nos foi
facilitado por uma disciplina, situada mais perto do modo filoséd-—
fico geral de considerar as coisas, que foi convidada a lancar uma
nova luz sobre todos os quesitos concernentes ao infinito. Essa
disciplina é a teoria dos conjuntos, criada por Georg Cantor. Re-
ferimo-la aqui apenas em consideracgdo a verdadeira singularidade e
a originalidade de uma de suas partes, a teoria dos numeros trans-
finitos, a qual constitui o prdéprio nucleo da doutrina de Cantor.



Ela me parece a mais admirdvel florescéncia do espirito matematico
e mesmo uma das mais altas faganhas da atividade humana puramente
intelectual. Vejamos pois em que consiste.

Se guisermos caracterizar, em poucas palavras, a nova con-
cepcao do infinito sugerida por Cantor, poderemos dizer dgue na
andlise lidamos apenas com o infinitamente pequeno e o infinita-
mente grande como conceitos limitantes, como alguma coisa que estéa
tornando-se, resultando, produzindo-se, isto ¢, lidamos com o de-
nominado infinito potencial. Mas o infinito propriamente dito nao
é isso. Ele se manifesta, quando, por exemplo, consideramos a proé-—
pria totalidade dos numeros 1, 2, 3, 4 ...como uma unidade acabada
ou guando encaramos os pontos de um segmento como uma totalidade
acabada de coisas. Esse tipo de infinito é designado como infinito
atual.

J& Frege e Dedekind, altamente estimados por seus estudos
acerca dos fundamentos da matemdtica, tinham empregado o infinito
atual, independentemente um do outro. Na verdade, o intuito desses
estudiosos era, independentemente de quaisquer intuicdes ou expe-—
riéncias, fundar a aritmética sobre a pura ldégica, a UGnica ferra-
menta admissivel nas deducgdes. Dedekind esforcou—-se até em derivar
a nocao de numero finito de modo puramente 1ldgico, pelo emprego
essencial do conceito de conjuntos infinitos, em vez de obté-la da
intuigcao. Porém Cantor configurou sistematicamente o conceito de
infinito atual. Contemplemos os dois ja citados exemplos de infi-
nito:

(A 1, 2, 3, 4, ...;
(B) Os pontos do segmento de 0 a 1 ou, equivalentemente, a
totalidade dos numeros reais entre 0 e 1.

Se os considerarmos da perspectiva da pura pluralidade,
perceberemos alguns fatos surpreendentes, hoje familiares aos ma-
temdticos. Consideremos o conjunto de todos os numeros racionais,
portanto de todas as fragbes 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, ..., 3/7, ....
Demonstra-se que, da perspectiva de pluralidade, esse conjunto nao
¢ maior que o conjunto dos numeros inteiros. Dizemos que o0s nume-
ros racionais podem ser contados do modo habitual ou que sao nume-
raveis. E o mesmo ocorre com o conjunto de todos os nuUmeros obti-
dos por extracdo de raizes, portanto, com o conjunto de todos os
nimeros algébricos. Nosso segundo exemplo comporta-se de modo pa-
recido. Inopinadamente, da perspectiva da pura pluralidade, o con-
junto de todos os pontos de um quadrado ou de um cubo ndao € maior
que o conjunto dos pontos do segmento de 0 a 1. E o mesmo fato
também acontece com o conjunto de todas as funcgdes continuas. Quem
pela primeira vez examinasse esse quesito poderia concluir que, da



perspectiva da pura pluralidade, houvesse apenas um uUnico infi-
nito. Ora, os conjuntos em ambos 0s nossos exemplos nao sao, COmo
se diz, eqgliipares. Pelo contrdrio, o conjunto (B) ndo pode ser
contado pois é maior que o conjunto (A). Aqui se insere o rumo ca-
racteristico do constructo de Cantor. Os pontos de um segmento de
reta nao podem ser contados, segundo o modo habitual. Mas a admis-
sao do infinito atual nao nos restringe ao modo habitual de contar
nem tampouco nos constrange a estagnagcdo. Pelo contrario, tendo
contado 1, 2, 3, ..., poderemos considerar os objetos assim conta-
dos segundo uma dessas ordens definidas dos conjuntos infinitos. A
exemplo de Cantor, designemos essa ordem, segundo o seu tipo, por

w, de sorte gque a contagem continuard com w + 1, w + 2, ... até w
+ w ou w.2 e, novamente, w.2 + 1, w.2 + 2, w.2 + 3, ..., W.2 + w =
w.3 e, novamente, w.2, w.3, w.4, ..., W.w = vﬁ, Wl o+ 1, ..., de

modo que, finalmente, obteremos a tabela:

1, 2, 3, ...

w, w+l, w+2, ...

w.2, w.2 + 1, w.2 + 2, ...
w.3, w.3 + 1, w.3 + 2, ...
wz, w? o+ 1, ...

wl o+ w, Wl o+ w.2, wl o+ w.3, ...
w2.2, ...

wi.2 4 2, ...

W, ...

wh,o ...

wn

~
.
.
.

Sado esses o0s primeiros numeros transfinitos de Cantor, os
numeros da segunda classe numérica, como Cantor os nomeou. Chega-
mos a eles simplesmente pela contagem dos numeros que estao acima
do infinito numerdvel habitual, isto é, através do prolongamento
natural e univocamente definido da contagem habitual com nuUmeros
finitos. Assim como até entdao contamos, em um conjunto, os elemen-
tos de ordem 1, 2, 3, ..., contaremos, doravante, os elementos de
ordem w, w+l, ..., WwWw.

Nesse contexto, evidentemente, surge logo o quesito da pos-
sibilidade de, com esses numeros transfinitos, se contarem também
conjuntos reais gque ndo sao contaveils, na acepcgdo usual.

No curso dessas 1idéias, Cantor edificou, com o melhor su-
cesso, a teoria dos numeros transfinitos e criou para eles um cal-
culo perfeito. Finalmente assim, gracas ao portentoso trabalho
conjunto de Frege, Dedekind e Cantor, o infinito foi elevado ao
trono e saboreou o instante do mais alto triunfo. O infinito al-
cancou, em um audacissimo vdo, a altura vertiginosa do bom éxito.



A reacgdao nao tardou a chegar e se mostrou muito dramdtica.
Tudo foi exatamente andlogo ao que ocorreu durante o desenvolvi-
mento do calculo infinitesimal. Na alegria com o0S novos e ricos
resultados, procedemos evidentemente de modo muitissimo pouco cri-
tico, no que tange a legitimidade dos métodos de inferéncia. Com
efeito, o mero emprego das construcdes conceituais e dos métodos
de demonstracao que, gradualmente, se tornaram habituais, produzi-
ram antinomias, de inicio isoladas, gque aos poucos se tornaram
cada vez mais sutis e mais graves: sao os denominados paradoxos da
teoria dos conjuntos. Foi o caso especial de uma antinomia encon-—
trada por Zermelo e Russel, cuja divulgagdo na comunidade matemd-
tica teve literalmente efeito devastador. Perante esses paradoxos,
Dedekind e Frege renunciaram efetivamente a seu ponto de vista e
abandonaram a polémica.

Dedekind hesitou por longo tempo em permitir uma nova edi-
cdo de seu notavel ensaio "Was sind und was sollen die Zahlen"

[que sao e o que representam os numeros]. Também Frege reconheceu
como errbnea a tendéncia do seu livro "Grundgesetze der Arithme-
tik" [principios da aritmétical, consoante confessou em uma posfa-

cao. E as mais veementes agressdes foram dirigidas, dos mais di-
versos lados, contra a doutrina de Cantor. A reacdo foi tdao impe-
tuosa que se ameacgaram o0s conceitos mais comuns e mais fecundos e
os métodos de inferéncia mais simples e mais importantes da mate-
matica, devendo o seu emprego ser proibido. Na verdade, nado falta-
ram defensores do pensamento antigo. Porém as acdes de defesa eram
muito débeis e, além disso, nao se concentraram no lugar correto
da defesa. Contra os paradoxos foram recomendados muitos remédios
e o0s métodos de esclarecimento eram muito matizados.

Devemos reconhecer que ndo € suportavel por muito tempo a
situacao em gque hoje nos encontramos, perante os paradoxos. Pode-
mos perguntar—-nos: Se na matemdtica, gque constitui o modelo de
certeza e de veracidade, as construcdes conceituais e as inferén-
cias, por todos amplamente aprendidos, ensinados e empregados,
conduzem a absurdidades, entdao onde se encontrarao a certeza e ve-
racidade que o pensamento matemdtico recusa?

Existe porém uma via plenamente satisfatdéria para enfrentar
0s paradoxos sem trair nossa ciéncia. Sdo os seguintes o ponto de
vista que nos permitird encontrar esse caminho e os desejos que
nos orientarao nessa busca:

(A) Desejamos perseguir cuidadosamente as construcdes con-
ceituais e o0s métodos fecundos de inferéncia, onde gquer gue se
ofereca a menor expectativa em encontrd-los. Desejamos cuidar de-



les, ampara-los e tornda-los uteis. Do paraiso que Cantor criou
para nds, nao deverd ninguém poder expulsar-nos.

(B) € necessario outorgar a inferéncia, sempre, a mesma
certeza, tal qual se apresenta na aritmética habitual, sobre a
qual ninguém alimenta duavidas e na qual antinomias e paradoxos de-—
correm apenas de nosso descuido.

Apenas se esclarecermos plenamente a natureza do infinito,
serd possivel a conquista desse ideal.

H& pouco, verificamos que o infinito, na realidade, nao se
encontra em lugar algum, sejam quais forem as experiéncias e as
observacdes e seja qual for a ciéncia a que recorramos. Ora, o
pensamento acerca das coisas devera ser tao discrepante dos acon-—
tecimentos com as coisas e deverd prosseguir tdo diferente, tao
afastado de toda a realidade? Pelo contrario, ndo é claro due,
quando acreditamos reconhecer a realidade do infinito, em uma
qualgquer acepg¢do, apenas nos deixamos induzir pela circunsténcia
de termos encontrado dimensdes tao enormemente grandes ou peque-
nas, o que tao freqgilientemente ocorre na realidade? E a inferéncia
légica substantiva, alguma vez ela nos enganou ou nos abandonou,
gquando a empregamos em coisas ou em acontecimentos reais? Nao, a
inferéncia 1ldégica substantiva é imprescindivel. Ela nos enganou
apenas quando aceitamos quaisquer construgdes conceituais abstra-
tas, especialmente as operadas com uma infinidade de objetos.

Entdo, aplicamos a inferéncia substantiva de modo inadmis-
sivel, isto €, nao atendemos a condigcdes evidentemente necessarias
ao emprego da inferéncia ldégica substantiva. E, guanto ao reconhe-
cimento de que tais condicgdes existam e de que devam ser observa-—
das, encontramo-nos de acordo com os fildsofos, sobretudo com
Kant. Ja Kant havia ensinado — e isto constitui uma parte inte-
grante de sua doutrina — que a matemdtica dispde de um conteudo
consolidado independentemente de toda ldgica e que por isso jamais
poderda ser fundada apenas sobre a ldégica, motivo pelo gqual os es-—
forcos de Frege e de Dedekind deveriam malograr. Pelo contrdrio, a
condicédo prévia ao emprego de inferéncias ldgicas e a pratica de
operacdes légicas é a preexisténcia de alguma coisa nas represen-—
tagdes, quais sejam, certos objetos concretos extra-ldédgicos, pre-
sentes intuitivamente como vivéncia imediata anterior a todo pen-
samento.

A fim de que as inferéncias ldégicas sejam certas, é neces-
sdrio que esses objetos sejam perfeita e totalmente percebidos e
que, simultaneamente com os objetos, sejam dadas imediata e intui-
tivamente a sua apresentacao, a sua distincao e a sua ordem ou o



seu arranijo reciproco, como alguma coisa irredutivel ou gue nao
prescinde de reducao. Esse é o fundamento filosdéfico que considero
necessario a matemdtica e, geralmente, a todo pensamento, a todo
entendimento e a toda comunicacdo cientificos. E na matematica,
especialmente, sdo objetos de nossa consideracadao os préprios si-
nais, cuja figura, de acordo com nossa atitude, é imediatamente
clara e reconhecivel.

Atentemos a indole e aos métodos da aritmética finita habi-
tual. Certamente que ela é edificada mediante construgdes numéri-
cas obtidas de consideracdes substantivas e intuitivas. Porém a
ciéncia matemdtica ndo se exaure, de modo algum, em equagdes numé-
ricas nem tampouco € a elas redutivel. Podemos afirmar ser ela um
aparelho que, aplicado aos nuUmeros inteiros, sempre deva fornecer
equacdes numéricas corretas. Coloca-se entdo a exigéncia de exami-
narmos a estrutura do aparelho, para conhecé-lo. Dispomos, como
meios auxiliares, apenas do mesmo método concretamente substantivo
de considerar as coisas e da orientacao finita do pensamento, tais
quais foram empregados na edificacao da prépria aritmética, para
derivar as equagdes numéricas. Essa exigéncia metodoldgica, na
verdade, ¢é exequivel. Isto é, é possivel, por métodos puramente
intuitivos e finitos, exatamente como instituimos a verdade na
aritmética, obter também aqueles juizos gque asseguram a certeza do
aparelho matemdatico.

Investiguemos agora a aritmética com maior precisao.

Por fim, repensemos nosso tema propriamente dito e extraia-
mos o produto, no tocante ao infinito, de toda nossas reflexdes.
Eis o resumo do resultado: O infinito nado se encontra realizado em
lugar algum. Nao existe na natureza nem é admissivel como base de

nosso pensamento intelectual — uma notdvel harmonia entre o ser e
o0 pensamento. Contrariando as antigas aspiragdes de Frege e de De-
dekind, adguirimos a convicgdo de que, como condigdo prévia a pos-
sibilidade do conhecimento cientifico, sao indispensaveis certas
representacgdes e certos juizos intuitivos e de que a ldégica sozi-

nha nao é bastante. As operag¢gdes com o infinito podem ser legiti-
madas apenas mediante o finito.

Se, de acordo com Kant, entendemos por idéia um conceito da
razdo que transcende toda a experiéncia e mediante o qual o con-
creto é preenchido no sentido de totalidade, poderemos dizer que
ao infinito resta, pura e simplesmente, o papel de uma idéia na
qual podemos acreditar sem hesitacdo, no quadro sugerido pela teo-
ria que acabei de esbocgar.



Para concluir, gostaria ainda de exprimir meu agradecimento
a Paul Bernays pela inteligente colaboracado e pela valiosa ajuda
prestada, sobretudo na prova do teorema do continuo, tanto no gue
tange ao conteudo quanto no tocante a forma.
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[0 texto anterior corresponde a traducdo das paginas 161-171. Nas pagi-
nas seguintes, o autor confere ao assunto um tratamento mais técnico,
que me pareceu transcender o interesse 1inicial do leitor do presente
compéndio.]



