Da perspectiva de umfornmalista
Abr aham Robi nson
University of California, Los Angeles, e
Yal e University.
Traduzi do por Marcel o Papi ni

[Introducéo]

O grande fascinio que a |d6gica matemati ca contenporanea
exerce sobre os seus devotos decorre, em grande parte, mis da
sofisticacdo senpre crescente de suas técnicas que de unm
contribuicdo definitiva a nossa conpreensdao dos fundanmentos da
mat emat i ca. Todavia, as aquisic¢cdes da | d6gica nos anos recentes
sdao relevantes aos quesitos de fundanentacdo e conpete ao
| 6gi co, pelo nmenos uma vez por outra, refletir acerca da
natureza bésica do seu tema e talvez mesnmo relatar suas
concl usdes. Em uma al ocucdo proferida a alguns anos (ref. 2), o
presente autor expds um ponto de vista acerca dos fundanentos da
mat emat i ca que pode ser resum do da forma seguinte.

(1) Nao existem totalidades infinitas e qualquer pretendida
referéncia a elas € literal nente destituida de sentido.

(2) Isso ndo nos deve inmpedir de desenvolver a matematica
segundo o estilo classico, envolvendo o uso livre de
conceitos infinitarios.

(3) Embora wuma estrutura infinitaria, com a teoria dos
conjuntos ou nesno a teoria nunérica de Peano, ndo se possa
considerar comp fundanmento ultinop da nmatemética, torna-se
patente que tenps de aceitar pelo nenos uma fornma
rudi mentar de ld6gica e de aritmética conp elenmento conmum a
todo o raciocinio matemati co.

Tomados em conjunto, esses trés pontos de vista se podem
consi derar cono um bom resuno da perspectiva formalista. Mis
especi fi canente, essa perspectiva formalista

(1) Distingue nitidamente o formalisno do realisnmo platdnico.

(2) Rejeita as solugdes propostas por Vvarios grupos de
construtivi stas.

(3) Repele o pragmati snp sem fundo do positivisnmo | égico.

No presente artigo, proponho-nme continuar a discussao
daquel a al ocucédo (ref. 2), a luz de progressos nmis recentes na
teoria dos conjuntos, e debater, a guisa de réplica, questobes
col ocadas a propdésito de um ou outro dos trés principios
expostos aci nma.



Secéo 1

A critica mais freqguentenmente ouvida ao ponto de vista
esposado na referida alocucédo (ref. 2) diz respeito ao asserto
de que frases que envolvam a pretensa negacdo de totalidades
infinitas sdo estritanente destituidas de sentido. Comrelacédo a
i sso, deixei patente, naquela ocasido, que eu admitia a mencéo
del i berada de que um conjunto infinito inplicasse a existéncia
de uma col ecdo de objetos distintos que sdo seus el enentos, cono
ocorre aos conjuntos finitos. Constitui um fato experinental
que, de fato, €& essa a inmagem de um conjunto infinito nas nentes
de nuitos matemati cos produti vos de nossa época e é tal tipo de
I magem que nme parece ilusiva. Certanente que n&do pretendo
desacreditar o valor de teorias que, de certa form, envolvem
frases sem sentido. Contudo, talvez seja natural que um
mat emati co se ressinta de sugestdes que o despojem do sentinento
consol ador de que ele, assimcono o fisico ou o biologo, gasta a
vida na exploracdo de alguma forma de realidade.

Tdo logo se tornou claro que o0s sistemas axiomaticos
aceitos da teoria dos conjuntos, tais cono o sistema de Zernel o-
Fraenkel, eram capazes de l|idar com todos os problems dessa
teoria que interessam ao matematico ativo, foi quase unanine a
crenca na existéncia de um "universo de conjuntos" Unico.
Todavi a, essa ingénua visado da situacao foi severanente abal ada,
nos anos recentes, por dois avancos distintos. Um desses foi
susci tado pela prova por Paul Cohen da independéncia da hi pdétese
do continuo e, por ora, conduziu a conpreensdao de que o vinculo
entre a escala dos ordinais e a escala dos conjuntos de partes é
tao flexivel que, pelo nenos presentenente, parece transcender a
qual quer regra. O segundo avanco decorre da energéncia de novos
e diversos axiomas de infinitude. Presentenente, ndo encontranos
argumento algum que nos obrigue a adotar ou a recusar um ou
outro desses axiomas. Todavia, o0 platonista ortodoxo acredita
que, no mundo real, um desses axionmas deve ser ou verdadeiro ou
fal so; assim por exemplo, para o platonista o mundo real ou
inclui ou nado inclui cardinais nensuraveis. Ele pode sentir-se
confiante ou ndo de que nesse ou em quesitos senel hantes,
chegarenps finalnmente a uma deci sdo, ainda que nenhuma decisao
nos seja inmposta por um argunento | dégico conpulsivo. E, com
alguma justificacdo, ele pode apontar para o desenvolvinento
histérico da mtematica e da |d6gica, o qual nostra que,
frequentenente, novos principios béasicos foram sugeridos e
receberam aceitacdo quase wuniversal, sem que nenhum notivo
| 6gi co conpelisse a isso.

De acordo com um ponto de Vi sta enf ati zado
particul armente por G Kreisel, devenpos confiar pelo nenos na
obj etividade das verdades da teoria dos conjuntos, sem nos
conpronet ernos necessarianente com a questdo da realidade das
enti dades dessa teoria. E, nediante reflexdo madura, devenos
tentar al cancar novos principios basicos que possam abolir as
| acunas abertas em nosso entendinmento hodierno da nmatéria.
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Parece-nme, contudo, que, enbora tal reflexdo possa de fato ser
atil em conduzir a uma clarificacdo das dificul dades presentes,
I sso ndo exclui um solucdao que envolva a igual aceitacao de
varios tipos de teoria dos conjunto. A essa altura, € natural
| embrar o desenvolvinmento historico da geonetria euclidiana,
cuja analogia com os desenvolvinentos recentes da teoria
axiomatica dos conjuntos talvez seja mnmmis exata do que é
geral nente reconhecido. A conpreensdo de que o0 axiom das
paralelas podia ser, e de fato €, independente dos outros
axi omas, conpreensdo essa consequente a unma longa série de
tentativas em deduzir o prineiro dos demais, ndo foi entéao
encarada conp assunto de interesse puranente técnico. Pois,
naquel a época, a geonetria ainda era enxergada, segundo |onga
t radi céo, cono o fundanmento de toda a natematica e a
"aritmeti zacdo" da anélise ainda se encontrava na infancia.
Assim a renmocao da geonetria de seu lugar preem nente, nos
fundanentos da matematica, foi concomtante com e talvez
i nfluenciada por, a energéncia de outros tipos de geonetria
métrica conmo disciplinas equipares. Nao ¢€é possivel estarnos
agora nesno testermunhando uma evol ugcdo anél oga no caso da teoria
abstrata dos conjuntos?

Secao 2

A questdo dos tipos de nmmtematica que se possam
recomendar conmo uma ocupacao que val ha a pena possui um carater
inteiramente diferente. Faz parte do programa deli berado de um
formalista lidar com todos os tipos de totalidades infinitas
comb se fossem reais e, assim sua matematica cotidiana néo
difere da mtematica do realista platénico. Todavi a, e
i nconsi stente aderir ao nesno tenpo tanto a visdo platdnica da
matematica quanto a visao formmlista. Por outro lado, o
formalista partilha com os varios tipos de construtivistas umm
desconfianca béasica do infinito e, comefeito, é mais finitista
que nuitos dentre eles. Enbora tenha optado pelo nmodo cl &ssico
de praticar a matematica, ele ndo se sente obrigado a contestar
certas versfes construtivistas da aritmética e da analise e bem
pode admitir que elas sejam mais concretas e possuam um mai or
conteudo enpirico inmediato. Na pratica, ele pode relutar em se
conproneter com a matematica intuicionista, diganps, pois
acredita haver encontrado um camnho mais sinples e tanbém

porque ele pode ter o sentinento incébnodo de que O
i ntuicionista, em seu desejo de recuperar a analise, tenha
apesar de tudo transposto os |imtes do finitisno estrito,

entrando no reino do infinito. Sinultaneanente, o intuicionista
pode crer que o mtematico cléassico, seja qual for a sua
filosofia subjacente, esta perdendo tenpo em desenvol ver | ogos
si mbol i cos que ndo se podeminterpretar, sendo maior o pecado do
formali st a, por que esse assim pr ocede del i ber ada e
consci ent ement e.



Devenps admtir que a auséncia de uma notivacao
intel ectual satisfatdoria para as atividades matenmaticas do
formalista, do nmbdo que ¢é descrito neste ensaio, o0 coloca,
efetivanente, eminferioridade, em conparacdo com os proponentes
de outras visbes filoséficas dos fundamentos da matematica. E
foi sugerido que D. Hilbert, o fundador do formalisnmo, tinha
adotado um ponto de vista nmais noderado. Assim foi dito que
Hi | bert tinha insistido no ponto de vista finitista apenas para
est abel ecer a consisténcia da matemati ca sem sonbra de duvi das e
que ele ndo tinha pretendido fossem significativos somente os
conceitos finitistas. De fato, é bem conhecido o entusiasnp com
que Hilbert defendia a teoria abstrata dos conjuntos, resum do
no dito de que "ninguém nos expulsard do paraiso de Cantor".
Todavia, no mesno |ocal em que figura essa adverténcia, Hilbert
tanbém di sse que "a infinitude ndo se realiza em lugar al gum
ndo existe no nmundo fisico nem é adnissivel conmp fundanmento de
nosso pensanmento inteligente - o0 que constitui unma harnonia
not avel entre o Ser e o Pensanento"” (traduzido da ref. 1).

Em nossa época, concei tos infinitarios e, mai s
particul armente, referéncias a totalidades infinitas (que, em
nossa acepcao, sdo destituidas de sentido) foram introduzidas
del i beradamente tanmbém em netamatematica. |sso é conspicuo nao
apenas na teoria dos nodel os, na qual esses conceitos dom nam
soberananente, nmas tanbém na teoria da prova e, nos anos
recentes, nmesno nas diversas generalizacdes da teoria da
recur sao. Essa ¢é um extensdo perfeitanente natural do
tratanmento formalista da matematica, que ja se nostrou fecundo.
Todavia, a tendéncia foi vivamente inpugnada por SKOLEM (que ndao
é formalista), que se opds ao uso desses neétodos suspeitos no
proprio canmpo cujo designio €& tornar seguros os fundanmentos da
mat emat i ca.

Secédo 3

Tracar a fronteira entre a matematica infinitista e
essenci almente ndo interpretada, de um lado, e a nmatemtica
finitista e intuitiva, do outro |ado, ndo € uma questéao trivial.
Por exenplo, o presente autor concordaria em que toda sentenca
uni versal da aritmética elementar - isto é, uma sentenga em unm
forma normal prenexa (*), fornulada no cal culo de predi cados de
prinmeira ordem em ternos de adic¢cdo, nultiplicacdo e igual dade e
gque contenha apenas quantificadores wuniversais - possua um
significado intuitivo direto, enmbora se refira a um domnio
ilimtado de individuos. Porém j& wuma sinples nudanca de
quanti fi cadores nos pode conduzir ao reino do faz de conta. Al ém
di sso, existe a questdo de quais regras da |06gica pertencem a
estrutura que preside a nosso pensanento finito e que é anterior
ao desenvol vinmento de nossas teorias formis; em outros ternos,
quais os tipos de argunentos que sdo adnmissiveis em nossa
nmet amat emati ca basica - e dotada de significado. O positivisnm
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| 6gi co, na sua forma nmamis consistente, sustenta que, conp parte
da linguagem toda a |d6gica é, definitivanente, arbitraria e
regul ada apenas por sua utilidade emlidar com o nundo enpirico.

Assim nmesno as regras nmais sinples do célculo de proposic¢bes ou
as leis mis béasicas da aritmética, tais conmo a lei de
conut ati vi dade da adi cdo, ndo sao consi deradas validas a priori

mas substituiveis por outros sistemas de regras com aspectos
inteiramente diferentes. O quesito ndo € meranente a
possi bilidade de tais sistemas alternativos de logica, ja& que a
resposta a essa questdo é claranente afirmativa, ms a sua
utilidade comp fundanento Gltino do pensanento | égico, do nesnp
nodo que nossa fam liar |o6gica bivalente e a aritnmética basica.

Podenos imaginar um ser (humano) inteligente que tenha unm
| 6gi ca diferente da nossa em todos os niveis da hierarquia das
| i nguagens, que, ainda assim seja capaz de conpreender nosSso
tipo de |I6gica, do mesno nodo que sej anbs capazes de conpreender
0O seu, e que seja apto a lidar com os fenbnenos enpiricos mais
ou nmenos satisfatoriamente, conmo nos préprios? A rival mais
Obvia da lo6gica cléssica de que nos lenbranmpbs aqui - a |0gica
intuitiva - é inadequada, pois concorda coma |d6gica classica de
um formalista no nivel da netamatematica concreta. Existem

contudo, outras formas de |dgica, conop algumas sugeridas pela
mecani ca quantica, que, nesse contexto, nerecem consideracéao
ul terior.

Concl ui ndo com unma nota pessoal, enbora presentenente eu
ndo me filie & perspectiva positivista que acabei de descrever
ndo posso excluir a possibilidade de, algum dia, ser por ela
per suadi do. | gual nent e, o] desenvol vi ment o de teori as
infinitistas "destituidas de sentido" podem tornar-se, no
futuro, tdo insatisfatodorias para m m que eu queira reconhecer a
mai or seriedade intelectual de alguma forma de construtivisno.
Ndo posso, porém imaginar que algum dia retorne ao credo do
verdadeiro platonista, que enxerga o nundo do infinito atual
estender-se diante dele e que acredita poder conpreender o
i nconpr eensi vel .
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