Iniciac&do a teoria estocastica

Marcelo Papini

"Pour beaucoup d’esprits, une probabilité
calculée a sept ou huit décimales prés est
beaucoup plus convaincante qu’un argument fondé
sur des considérations qualitatives. Ces esprits
oublient que si le calcul en question est fondé
sur des éléments statistiques, qui ne sont donc
pas numériquement précis, le nombre de décimales
est une pure illusion. Ce nombre fait croire a
la précision alors qu’elle n’existe pas. De ce
point de wvue, la théorie des probabilités est
fondamentalement une imposture." René Thom, in
Entretien avec René Thom, Le Monde, 22-23
janvier 1995.
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1 - Introducao

“Longe de ser uma necessidade ldégica, a geome-
tria euclidiana é um fato observacional empirico
que se aplica de modo muito preciso —  embora

ndo totalmente preciso — a estrutura de nosso
espaco fisico.” (PENROSE 1991:175)

“Les mathématiques nagquirent lorsque les besoins
de la vie matérielle nécessiterent leur existen-
ce, lorsque la technique d’une société atteignit
un certain niveau. Au début elles n’eurent qu’un
caractére empirique, préscientifique. Puis elles
s’élevérent au niveau expérimental, au niveau
d’une véritable science physique, d’une physique
du nombre et des formes.” (CHAPELON 1962:512)

E usual aproximar-se a matemdtica da légica, opondo-a as
ciéncias empiricas. Nao seria dificil rastrear essa perspectiva até
Platao e conduzi-la por um percurso quase ininterrupto, gque passa
por Immanuel Kant, a Bertrand Russell e Gottlob Frege, no inicio do
século XX. Mas nao €& esse o escopo do presente escrito.

O presente autor advoga que a matematica tem raizes empiri-
cas e gque sua separacao da fisica foi condicionada socialmente.



Tampouco discutir essa tese é o escopo do presente escrito mas, pa-
ra gue esse asserto nao pareca gratuito, remeterei o leitor aos au-
tores seguintes, que professam opiniao semelhante.

Herdédoto de Halicarnasso vincula a origem do conhecimento
geométrico as exigéncias da agrimensura, pois as inundacgdes perid-
dicas do rio Nilo teriam obrigado os arpedonaptas a retracar os 1li-
mites dos lotes agricolas, medida essa indispensavel a cobranca dos
tributos devidos ao farad. Notemos que o vocadbulo grego geometria
corresponde etimologicamente ao nosso agrimensura (ALEXANDRE 1901:
222, 307; BarLLy 1950:274, 400; CooLipge 1940:25). Alguns autores in-
dicam a estrutura social da antiga Hélade como o principal motivo
de se haverem convertido em uma disciplina altamente racional as
técnicas geométricas empiricas usadas no antigo Egito, patentes na
edificacdao das portentosas pirédmides:

“La structure de la société grecque est la base matérielle du goflt
des Grecs pour l’abstraction, pour la ratiocination. Il est Jjuste de
dire qu’elle fut aussi la base de leur rationalisme, de leur confian-
ce dans la puissance du raisonnement pur pour atteindre la vérité, de
leur admirable technique de la démonstration, et ce dernier point de-
vait étre d’une importance fondamentale pour le développement ulté-
rieur des mathématiques.” (CHAPELON 1962:514)

MEHRTENS (1976:314-315) informa como o advento de um novo mo-—
delo de universidade provocou na Alemanha a separacgao entre as de-
nominadas ciéncias puras e ciéncias aplicadas:

“By the beginning of the nineteenth century, a new social class
had become dominant. In consequence of this change, the system of
education was modified and strengthened. The French revolution led to
the establishment of the Ecole Polytechnique and the Ecole Normale
which were of enormous significance in the history of mathematics.
France was the center of mathematics and science at the turn of the
century, it was the model for scholars in other countries. The German
university reform, starting with the foundation of the university of
Berlin (1809), merged traces of the French model with specifically
German philosophical ideas and, most important, was an attempt to
establish the autonomy of scholars without violating the boundaries
set by the political state of the German countries. The scientists
did not take part in the reform; still it turned out to be very fa-
vourable to the development of mathematics and natural sciences. The
main point is that the teaching was done to students who could stay
at the university to become professors of mathematics. The institu-
tional background was provided by the Institute and Seminare that
were founded during the century. Thus the mathematicians could teach
the mathematics they were themselves working on.

These developments influenced the relation of pure and applied
mathematics in many ways. First, the connection of mathematics to
technology was cut off by the separation of Technische Hochschulen
and universities. Thus, for instance, descriptive geometry disap-—
peared from the university curriculum. Secondly, the model of the
foundation of Seminare was the mathematisch-physikalisches Seminar of
Kénigsberg; its fourth follower, the important Seminar of Berlin, was
already purely mathematical. The institutional structure tended to
separate fields, and thus pure mathematics was favoured. Thirdly, the
teaching of students as potential mathematicians had two effects: On
one hand, the mathematicians could teach things they were interested
in, and the teaching got swiftly up to the level of actual research,
thus forming a strong tradition. On the other hand, the mathemati-
cians turned their professional interest to the things they were



teaching, and thus became more concerned about the elementary partes
of their discipline.”

A despeito da propalada separacgao epistémica ou metodoldgica
entre a matemdtica e a fisica, o exame da histdéria revela diversos
pesquisadores como Isaac Newton (1643-1727), Leonhard Euler (1707-
1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Pierre-Simon Laplace
(1749-1827), Carl Gauss (1777-1855), William Hamilton (1805-1865),
Henri Poincaré (1854-1912), David Hilbert (1862-1943), Hermann Weyl
(1885-1955) e Roger Penrose (1931 - ), para citar apenas o0s mais
conhecidos, que ignoraram a distincao epistémica apontada pelos fi-
lésofos das ciéncias e que deixaram decisiva contribuicdo tanto a
matemdatica quanto a fisica.

Alids, deve consignar-se, en passant, que também sdo empiri-
cas as raizes da légica, a qual foi criada na Academia platdnica,
com apoio na observacdao dos métodos usados pelos gebmetras que a
freqglientavam.

O escopo do presente escrito é apresentar um esbogo didatico
de introducdo a teoria estocdstica, o qual se preste a exibir como
se constrdéi uma disciplina matemdatica, desde o exame de fatos em-
piricos até a sua consolidacgdo sob a forma axiomatica, evidenciando
que a axiomatizacao constitui o fim de um trajeto e jamais o seu
inicio. Esse tema serd discutido no item 2.2 (a construcdo da teo-
ria).

A escolha da estocdstica foi ditada pelas razdes seguintes:

(a) Trata—-se de uma teoria cujas raizes empiricas estao suficien-
temente documentadas, ao contrdrio da geometria e da aritmética,
cujas origens se escondem nas brumas do passado. Quem quiser in-
vestigar as origens empiricas, por exemplo, do calculo com fra-
¢bes nao deverd furtar-se a estudar cuidadosamente a obra cole-
tiva Histoire de fractions, fractions d’histoire, de Paul BENOIT,
Karine CHEMLA e Jim RITTER (1992), que contém cerca de duas dezenas
de estudos sobre fracgdes, mostrando, entre outras coisas, como a
técnica fora praticada no antigo Egito e na China.

(b) Os primeiros capitulos da estocédstica sdo tdo elementares, que
podem ser expostos no curso secundario.

(c) Embora as técnicas necessarias a elaboracdo dos rudimentos da
estocastica ja fossem anteriormente conhecidas, ela somente foi
constituida, gquando o contexto cultural o impds. Esse tema sera
retomado no item 2.2 (a construgao da teoria). Constitui, portan-
to, um exemplo claro de que a matemdtica, por se produzir no seio
da sociedade humana, nao estd imune aos condicionamentos cultu-
rais.

(d) Tao logo a estocastica adquiriu uma formulacdao consistente,
foi requerida por outras ciéncias empiricas, sequiosas de ferra-
mentas adequadas para investigacao de seus respectivos campos e
para a expressao de muitos de seus resultados. Desse modo, a es-
tocdstica tornou-se relevante tanto a tomada de decisdes quanto a
estudos epistémicos. Esse tema, que é afim ao modelamento de uma
teoria empirica, serd comentado no item 2.2 (a construcdo da teo-
ria).



No item 3 serd apresentada a proposta de iniciacdo a teoria
estocastica, que pode ser usada, como leitura introdutiva, no ensi-
no secunddrio. Na sua redacgdo, o presente autor obedeceu fielmente
ao principio didatico de que o aprendizado por cada sujeito deve
reproduzir, em linhas gerais, o aprendizado pela espécie humana
(andlogo ao aforismo de que a ontogénese replica a filogénese).
Assim, a construcdo da teoria apoiar-se-a em exemplos, dos quais se
extrairao as propriedades consideradas fundamentais.

2 — A teoria estocdstica
2.1 - Consideragdes preliminares

"Qualgquer género da Matemdtica que se vai afas-
tando de sua fonte empirica ou que, em uma se-
gunda ou uma terceira geragao, esteja apenas in-
diretamente inspirada por idéias provenientes da
realidade, confronta-se com perigos muito
graves. Torna-se cada vez mais puramente esteti-
zante, cada vez mais puramente 1'art pout 1'art.
Isto ndo serd necessariamente mau, se o género
vertente estiver cercado por assuntos correlatos
que ainda mantenham estreitas relacgdes empiricas
ou se tal ramo se encontrar sob a influéncia de
pessoas dotadas de percepgao extremamente bem
desenvolvida. Existe, contudo, o perigo de que a
matéria se desenvolva segundo a linha de menor
resisténcia, que seja arrastada para longe de
sua fonte e que se fragmente em um uma diversi-
dade de espécies insignificantes, transformando
0 género em uma massa desarticulada de mintcias
e complexidades. Em outras palavras, a uma
grande disténcia de sua fonte empirica ou apds
uma elaboracao abstrata interna, um género
matemdatico corre o perigo de degenerescéncia.
Usualmente, no inicio, o estilo é cldssico; o
sinal indicativo de perigo sao os indicios de
que o estilo se estd tornando Dbarroco. Em
qualquer circunstdncia, sempre que essa fase &
alcancada, o Unico remédio que Jjulgo eficaz é o
retorno rejuvenescedor as fontes, é a reinjecao
de idéias empiricas. Estou convencido de que
essa ¢ uma condicdo necessdria a que o género
conserve o frescor e a vitalidade. E creio que
isso é valido, nédo apenas agora, mas também no
futuro." (NEUMANN, J. von. The mathematician. In:
NEwMAN, J. R. (1956) The world of mathematics.
New York, Simon and Schuster. [Apud Maia, L. P.
Mequita (1977). Mecénica C(Classica, volume 2,
1977]

H& poucas décadas, designaram-se conjuntamente estocdstica
(subentendendo-se teoria) a antiga teoria das probabilidades (que,
nos paises de expressao alema, era nominada cdlculo da verissimili-
tude: Wahrscheinlichkeitsrechnung) e oS aspectos matematicos da es-
tatistica.



O termo estocdastica fora usado na Antiguidade, na acepcao de
arte da conjectura. O termo stokhastikds encontra-se, por exemplo,
no didlogo platdnico Philebos, para denotar a capacidade de conjec-
turar. O vocdbulo reapareceu no titulo da obra pdstuma (1713) de
Jakob Bernoulli, Ars conjectandi sive stochastice, na qual o autor
pretendeu medir, com a possivel precisadao, a verissimilitude das
coisas. Foi reintroduzido na linguagem erudita, em 1917, por Ladis-—
laus von Bortkiewicz.

Como data de nascimento da estocédstica aceita-se, geralmen-
te, o ano de 1654, no qual Blaise Pascal e Pierre de Fermat, atra-
vés de cartas, trataram de problemas associados a jogos de azar.
Mas nao fol essa a primeira vez gque se discutiram problemas dessa
natureza. Ja em 1494, foi impresso um compéndio sobre a arte de
calcular, Summa de arithmetica ..., da autoria de Luca Pacioli.
Nesse manual, o autor afirmava que, se fossem necessdrios seis pon-
tos para se ganhar um jogo e dois jogadores interrompessem uma par-
tida, gquando um deles tivesse cinco pontos e o outro tivesse dois
pontos, a quantia apostada deveria ser repartida entre os jogadores
na proporgao de 5 para 2 (Davis & HersH 1988:25; GarpIiNg 1997: 268-
269)

Talvez logo os primeiros investigadores tenham percebido que
essa assertiva ndo serila aceitdvel. De fato, se fossem necessdrios
nove pontos para se ganhar um outro jogo e os Jjogadores interrom-
pessem uma partida nas condig¢des referidas, o principio adotado por
Luca Pacioli forneceria a mesma resposta, contrariando nossa per-
cepcao de que a situacao mudou. A primeira solugao convincente foi
conhecida, depois que o Cavaleiro de Méré propds esse problema a
Pascal. Pascal lhe respondeu que cada jogador deveria receber uma
parcela proporcional a oportunidade que ele tivesse de ganhar a
partida, no instante em que ela fosse interrompida. Para que esse
principio fosse eficaz, seriam necessarias ferramentas que permi-
tissem o cdlculo de tal oportunidade. Foi sobre isso que Pascal e
Fermat se cartearam e dessa discussao epistolar nasceram os funda-
mentos da estocdstica, expostos por Christian Huygens, em 1657, na
obra intitulada De ratiociniis in ludo aleae. Segundo a descricgao
de Poisson: “Un probleme relatif aux jeux de hasard, proposé a un
austere janséniste par un homme du monde, a été l1l’origine du calcul
des probabilités.” (EVES 1997: 365-366; GARDING 1997: 269; STEWART
1991: 52; STRUIK 1987: 103.)

Mas o interesse da humanidade pelos fendmenos fortuitos cer-
tamente nao é tao recente. Por se haverem encontrado dados de forma
quase cuUbica em tumulos no antigo Egito e na Caldéia, se supde que
o jogo de azar ja fosse praticado por povos antigos (Picaarp 2005:
14-15). Tais dados foram, as mails das vezes, fabricados com astra-
galos, ossos do tarso, de forma gquase cubica, o gque nos leva a con-—
jecturar que o curso da evolucao do esqueleto dos primates foi de-
terminante na escolha do poliedro que seria usado nos Jjogos de
azar.

Os hebreus recorriam a sorte, para decidirem acerca da divi-
sdo de um terreno, para atribuirem funcdes e para buscarem culpados
(Van den Born 1971:1459). Informa também esse autor (1971:1079) que
“acontecimentos imprevistos eram interpretados como indicios da
vontade divina”, porque se acreditava que tudo o que ocorre é assim
determinado por Javé. Talvez seja essa a origem do ordalio, método
usado na Idade Média para instruir a sentenca judicial, segundo o



qual um acusado era submetido a condig¢des dolorosas ou perigosas,
sendo o resultado considerado como julgamento divino.

Também na mitica grega, hd referéncias as decisdes pela sor-
te. Por exemplo, os trés filhos de Hércules, apds haverem conguis-
tado a peninsula do Peloponeso, dividiram-na em trés partes e as
sortearam. Em oposicao ao fortuito, o espirito grego reconheceu a

necessidade, que foi personificada em Ananque ['Avaym] a qual, na
teogonia 6rfica era irma da justiga, Dique [DwKn]. No mito platdnico
A republica, Ananque é a mae das Moiras, gue representam o destino
pessoal de cada ser humano. (Cf. GriMaL 1951:102b, 300b, 310b-31la.)

COURTEBRAS (2005:209) distingue, no pensamento grego, duas
modalidades de destino, que sao incompativeis com a nogao de casua-—
lidade: o destino segundo o0s escritores trdgicos e o destino segun-
do os estdicos.

'z

O paradigma do destino tragico encontra-se na trilogia *“o
rei Edipo, Edipo em Colono e Antigone”, de Séfocles. Nessa narrati-
va, a casualidade ndo desempenha papel algum mas o destino é inexo-
ravel, sendo diante dele impotentes os préprios deuses olimpicos.
Por outro lado, entre os estdicos, embora inelutdvel, o principio
que distribui o destino a cada um é a razdo universal, o logos, dJue
nao atua casualmente mas segundo uma diretriz. (CourTEBRAS 2005:110).

Na sua Fisica (II 4,5 6), Aristdteles distinguiu entre os
eventos contingentes, que se produzem necessariamente, e os eventos
fortuitos, de ocorréncia incerta (Prcarp 2005:13-14).

Parece que em Roma se praticavam tao obcecadamente os jogos
de azar, que foram editadas leis contra as casas de Jjogos. PICHARD
(ibidem) refere que se encontraram dados viciados, o gue nos leva a
supor que ja& houvesse o reconhecimento claro de que, em condigdes
de perfeita simetria, todas as faces de um dado propendem a ocorrer
com iguais freqgliéncias.

A incipiente igreja crista foil herdeira da concepgao de pro-
vidéncia divina, que ja& se esbogcava na cultura hebraica. Segundo
esse conceito, Deus governa toda a natureza e cuida de suas criatu-
ras. Por considerar a providéncia divina como a manifestacao conti-
nua do amor e da vontade divinas (van den Born 1971:1236), essa con-
cepgao pode haver sido um dos motivos que levaram a igreja crista,
desde os seus primérdios, a condenar os jogos de azar (PicHAarD 2005:
15) e, conseqglientemente, a postergar o nascimento da estocastica.

Os primeiros escritos sobre a teoria estocdstica, dos quais
temos noticia, remontam ao século XVII mas apenas foram publicados
no século seguinte. Trata-se das obras de Girdlamo [Hyeronimus]
Cardano e de Galileo Galilei. Cardano, em seu Liber de Ludo Aleae
(escrito antes de 1576 e publicado em 1663), que consiste em trinta
e dois breves capitulos, estuda especificamente os jogos de dados e
os jogos de cartas.

Talvez se possa concluir que, antes de a estocadstica haver
sido constituida, j& os jogadores houvessem acumulado um acervo
significativo de resultados experimentais. Assim, os objetivos pre-
cipuos dessa teoria seriam explicar os fatos j& conhecidos e prever
novos resultados. Os fatos conhecidos podem haver sido consignados
em termos de freqgliéncias relativas, o que permitiria aos jogadores
orientar—-se na proposicao de apostas.



De fato, entre os problemas resolvidos por Cardano (e, pos-
teriormente, também por Galilei) figura o seguinte: “Trés dados sao
jogados simultaneamente e os resultados obtidos em cada um deles
sao somados. O numero de partig¢des de nove em trés parcelas é igual
ao numero de particgdes de dez em trés parcelas. Mas, experimental-
mente, a freqgliéncia relativa de ocorréncia de nove é menor dque a
freqliéncia relativa de ocorréncia de dez.” (Cf. FerNanDEz 1973:30, n.
15.)

Concluiremos a presente secao, transcrevendo um excerto de
PicuarD (2005:14-15):

“On peut alors se poser deux questions: pourquoi la théorie des
probabilités a-t-elle porté d’abord sur les jeux de pur hasard (lan-—
cers de pieces, de dés...) et non sur d’autres phénomenes aléatoires
de la vie économique par exemple, et pourquoi cela est-il survenu si
tardivement ? En effet, les outils mathématiques utilisés par les
inventeurs de cette théorie sont tres simples et étaient connus deés
l’antiquité grecque pour l’arithmétique et le calcul des proportions
et le Moyen-Age pour les combinaisons; ainsi, des cette époque, l'ap-
pareillage mathématique pour une telle théorie était disponible.

Sur le premier point, on peut remarquer que les jeux de hasard
pur (ou l’adresse des joueurs n’intervient pas) sont les plus simples
conceptuellement et qu’ils sont faciles a modéliser; Pascal a écrit a
ce propos que cette théorie pourrait “s’arroger a bon droit ce titre
étonnant: Géométrie du hasard” dans son Adresse de 1654 a 1’Académie
Parisienne Le Pailleur (qui faisait suite a l1l’académie de Mersenne).
Ce sont des problémes de ce genre qui ont été développés en premier,
a l’encontre de 1l’hypothése de Maistrov qu’une science se développe
pour répondre a des besoins économiques.

Sur le second point, une premiére raison est gu’un traité scien-
tifique sur les jeux de hasard ne fait peut-étre pas trés sérieux, le
jeu étant chose futile aux yeux des savants. Une autre raison, cer-
tainement plus importante, est que le résultat d’un tirage au «sort»
est l’expression de la volonté divine et, comme telle, on ne doit pas
calculer dessus, on ne doit pas tenter Dieu (ou le Diable); cette at-
titude existe encore actuellement avec les attitudes superstitieuses
de joueurs. C'’est peut-étre une raison pour laquelle 1’Eglise catho-
lique avait prohibé les jeux de hasard.”



2.2 — A construcao da teoria

“Um ramo do saber serd vigoroso, enquanto ofere-
cer problemas em abundidncia; a falta de proble-
mas significa marcescéncia ou fim da evolugao
auténoma. A pesquisa matematica precisa de pro-
blemas, assim como todo empreendimento humano
persegue metas. E mediante a resolucdo de pro-
blemas que o pesquisador tempera a sua forga;
ele encontra novos métodos e perspectivas e al-
canga um horizonte mais amplo e mais livre.”
David HILBERT (1900) . Mathematische Probleme.
(Conferéncia proferida no Congresso Internacio-
nal de Matemdticos, em Paris, aos 8 de agosto de
1900.)

O primeiro tratado sobre a nova disciplina, escrito por
Christian Huygens, foi publicado em 1657, sob o titulo De ratioci-
niis in ludo aleae. Huygens inicia com a tentativa de formalizar a
nocao de direito de esperar, a qual encontrou em Pascal, sob o nome
de ‘valeur de la chance’: "Quoique dans les jeux de hasard pur les
résultats soient incertains, la chance qu’un joueur a de gagner ou
de perdre a cependant une valeur déterminée.” Esse tratado permane-
ceu a Unica obra importante em estocédstica até o inicio do século
XVITII, talvez porque, naquela época, os matemdticos estivessem ocu-
pados em elaborar o cdlculo infinitesimal, inventado por Leibniz, e
o método equivalente das fluxdes e das fluentes, inventado por New-
ton; talvez, também, por se julgar, entdo, que a estocdstica ndo se
pudesse empregar nas ciéncias (cf. PicHarp 2005:24).

Cabe assinalar gue nem Fermat, nem Pascal, nem Huygens tra-
taram da nogcao de probabilidade mas de oportunidades ou ‘chances’.
O termo francés chance proveio do latim vulgar [nao comprovado] ca-
dentia, do qual proveio o portugués cadéncia e corresponde, no
latim cléssico, a alea, casus ou fortuna. O termo probabilidade
pertence a familia do vocdbulo latino probus, do gqual derivam as
palavras portuguesas probo, Iimprobo e provar. Foi introduzido na
jurisprudéncia, na Idade Média, no contexto do exame de provas,
indicios materiais e testemunhos, pois, consoante a notoriedade ou
a autoridade moral da testemunha, o testemunho apresentaria menor
ou maior peso. Nesse contexto, a probabilidade correspondia ao grau
de credibilidade atribuida a uma opinido ou ao julgamento de um fa-
to. Seria provdvel uma opinidao atestada por todas as autoridades
morais ou religiosas; por extensao, por numerosas autoridades; por
deslizamento, por uma unica autoridade. Dai a doutrina do probabi-
lismo, que considera impossivel atingir-se a certeza e recomenda
satisfazer—-se com o que for mais provavel.

Karl Popper supds que o termo probabilis tenha sido inventa-
do pelo romano M. T. Cicero, para traduzir diversos termos usados
pelos estdicos e pelos cépticos, tais gquais mOOVOC, TOOVE e TOTLY, e
cita o seguinte excerto ciceroniano: “Essas sao as coisas que creio
dever qualificar como provaveis [probabile] ou semelhantes a verda-
de [veri simile].” (PoppER 1994:440)

O termo probabilidade, na acepg¢ao que hoje lhe atribuimos,
foi introduzido, pela primeira vez, na Arte de Pensar, redigida por
Arnauld & Nicole e denominada Logique de Port-Royal. Essa arte de



pensar foi estruturada segundo os quatro aspectos do pensamento ra-
cional: compreender, Jjulgar, deduzir e ordenar. Essa obra, que se-
ria usada como manual durante todo o século XVIII, institui a ca-
racterizacdao (interna e externa) e as propriedades ldégicas das pro-
posigdes certas ou impossiveis. Em seguida, os autores tratam das
proposigdes incertas, especificamente dos testemunhos sobre eventos
da vida comum ou extraordindrios. A essas proposicdes incertas é
atribuida uma probabilidade, o seu grau de credibilidade. (Cf. PI-
CcHARD 2005:24-26)

Mas, mesmo nesse texto, ainda se encontra a oposicgao entre a
concepcgao medieval e a concepgao de pProporgao:

“I[...] a fim de decidirmos o que devemos fazer para obtermos algum
bem ou evitarmos algum mal, é necessario considerar nao apenas o bem
ou o mal em si mesmos mas também a probabilidade de que ele ocorra e
enxergar geometricamente a proporgao de todas essas coisas tomadas
conjuntamente”. (Apud EaAGLE 2004:371)

Considera-se que Huygens foi o primeiro a examinar a aplica-
cdo do calculo estocastico a outros dominios que os dos Jjogos de
azar. Estudou a esperanca da vida humana, apoiado em dados recolhi-
dos em Londres, em conexao com 0S problemas das rendas e das anui-
dades. (LaNIER 1995:261)

Na ja citada Ars conjectandi, publicada em 1713, Jakob Ber-
noulli operou um deslizamento progressivo do cdlculo das expectati-
vas de Huygens para o calculo das probabilidades. Terminou por de-
finir a probabilidade como o grau de certeza com o qual se pode
produzir um acontecimento futuro. A Ars conjectandi consiste em
quatro partes. A primeira parte é uma reproducao, anotada e comen-
tada, do tratado de Huygens. A segunda parte €& uma compilacdo sis-
temdtica de técnicas de enumeracdo (permutacdes e combinacdes). A
terceira parte aplica os resultados precedentes aos jogos de azar.
E a quarta parte colima a extensdo da teoria a outros dominios,
tais quais os negdécios civis, morais e econdmicos, extensao essa
fundada no enunciado e na demonstracao de um teorema que seria de-—
signado lei dos grandes numeros por Denis PoIssoN, nas Recherches sur
la probabilité des jugements (1837).

O escopo de Bernoulli era estudar os argumentos que se podem
usar na arte de conjecturar e como lhes estimar os pesos para supu-
tar as probabilidades. Para isso distinguiu entre dois tipos de si-
tuacdes aleatdrias.

A primeira situacdao é a dos jogos de azar, na qual as proba-
bilidades sao inferidas ‘a priori’ dos dados mais ou menos explici-
tos da experiéncia aleatdria. Bernoulli propds como modelo para
descrever tal situacao uma urna com bolas coloridas. Nesse caso, a
resolucao do problema se reduz a aplicacdo das técnicas de enumera-
cao (compiladas na segunda parte de sua obra).

A segunda situacdo é a das experiéncia aleatdérias nas quais
a probabilidade serd definida ‘a posteriori’, mediante a repeticéo
do experimento por um nuUmero de vezes muito grande. Antes de consi-
derar exemplos extraidos de outros dominios, Bernoulli retomou o
modelo da urna, supondo gue nao se lhe conhecesse a composicgao.
Bernoulli supds que, a medida que crescesse o numero de experimen-
tos, a freqgliéncia relativa da ocorréncia de um dado evento conver-
giria a sua probabilidade mas, cautelosamente, introduziu a nocgao



de intervalo de confianca, definido pelos valores minimo e méximo
das freqliéncias relativas associadas a diversos do experimento. (La-
NIER 1995:262)

Foi nessa quarta parte da obra, que Bernoulli propds a nogao
de probabilidade epistemoldgica, que representava a elaboracao de
uma teoria nao aditiva e que foili absorvida pela concepcgao aleatdria
dos jogos de azar, cuja preeminéncia impds a teoria aditiva da pro-
babilidade. Os sucessores de Bernoulli, iniciando por MONTMORT e DE
MoIvRE, mantiveram a identificacadao dos conceitos de probabilidade e
de sorte, adquirindo o termo uma conotacao associada aos aspectos
aleatdérios dos fendmenos. O recurso a técnicas matemdticas conduziu
a quase extincdo do qgue se nomeava probabilidade epistemoldgica.
(CERrRO 2006:3-6)

Apds MONTMORT e de MOIVRE, a teoria apresentou intensa matura-
cdo. Paralelamente, a partir de estudos sobre hidrodinadmica condu-
zidos por Daniel Bernoulli (sobrinho de Jakob), em 1738, desenvo-
lveu-se a teoria cinética dos gases. Clausius deu-lhe decisiva
contribuigado, ao introduzir o conceito de velocidade de difusao de
um gas, que pode exprimir-se através os coeficientes macroscdpicos
de difusédo, iniciando uma pratica que se tornou fecunda, pois gran-
dezas macroscédpicas sdo diretamente observaveis. O passo seguinte
foi dado por Maxwell, que incorporou a Fisica diversos recursos da
teoria das probabilidades, sendo seguido nessa prdatica por Boltz-
mann que, de 1872 em diante, empreendeu reduzir a termodindmica a
mecdnica, mediante a hipdétese do caos molecular, gque imprime nova
orientacdo ao calculo das probabilidades (AnDRaDE 2002:173-168).

Boltzmann enfrentou forte oposigao por um significativo seg-
mento de fisicos, cujo mais forte argumento consistia em notar que
as leis da mecénica sao reversiveis enquanto nao o sado as leis da
termodinédmica, sendo essa irreversibilidade traduzida no conceito
de entropia, cujo crescimento é postulado na Segunda lei. Boltzmann
retrucou, sustentando que os processos dissipativos sao irreversi-
veis, por ser extremamente pequena a probabilidade de um estado
muito afastado do valor maximo.

Mas dizer que € muito pequena a probabilidade de um evento
ndo equivale a dizer que tal evento ndao ocorrerd. Esse quesito, que
j& fora discutido por Antoine Cournot (1843), voltou a tona, a pro-
pdésito da aguda critica que se fazia a formulacdo para termodindmi-
ca proposta por Boltzmann. Presentemente, denomina-se principio de
Cournot a afirmativa de que é fisicamente impossivel um evento cuja
probabilidade seja extremamente pequena. (Cf. SHAFER & Vovk 2005:11-
12.)

Considerou—-se esse problema tao relevante, que foi incluido
por David Hilbert entre os problemas propostos durante o Congresso
Internacional de Matemdticos, em Paris, aos 8 de agosto de 1900,
sob a rubrica tratamento matemdtico dos axiomas da fisica [mathema-
tische Behandlung der Axiome der Physik]: "“A investigacao dos fun-
damentos da geometria nos propds insistentemente a tarefa de tratar
axiomaticamente, segundo esse modelo, aqueles ramos da fisica, nos
quais, hoje em dia, a matemdtica desempenha um papel proeminente,
entre os quais avultam o cédlculo das probabilidades e a mecénica.
[Durch die Untersuchungen liber die Grundlagen der Geometrie wird
uns die Aufgabe nahegelegt, nach diesem Vorbilde diejenigen physi-
kalischen Disziplinen axiomatisch zu behandeln, 1in denen schon



heute die Mathematik eine hervorragende Rolle spielt; dies sind 1in
erster Linie die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Mechanik.}

Parece significativo que Hilbert houvesse considerado o cal-
culo das probabilidades como um ramo da fisica.

Nos primeiros decénios do século XX, foram propostas algumas
axiomatizacgdes para a estocastica, que refletiam as visdes de seus
autores. Usualmente, distinguem-se trés concep¢des: a classica, a
freqliencial e a subjetiva. (Cf. Zoccante 2005:5)

A concepcdo cléssica deriva do trabalho de Fermat e Pascal,
segundo a formulacao de Laplace, para guem a probabilidade de um
evento era a razdao entre o numero de casos favordveis e o numero de
casos possiveis (pois a esses Ultimos se atribui a mesma probabili-
dade) . Nessa definicao se reconhece a influéncia da sua origem (jo-
gos de dados e de cartas), nos quais, por simetria, se consideravam
todos os eventos elementares como equiprovaveis.

A concepcao freqliencial ja se manifestou no problema enfren-
tado por Cardano e Galilei: A freqgiliéncia relativa de ocorréncia da
soma dez era maior que a freqiiéncia relativa de ocorréncia da soma
nove, O que parecia em desacordo com a expectativas corresponden-
tes. Segundo a concepcao freqgliencial, se a freqiiéncia relativa de
um evento ndo convergir a probabilidade calculada segundo algum mo-
delamento do fendmeno estudado, entdao tal modelamento deverd ser
substituido por outro.

Na concepgao subjetiva, a probabilidade ¢é definida como o
grau de confianca que um observador tem de que tal evento ocorra.
Obviamente, esse conceito ndo modifica o cdlculo da probabilidade
nas situacdes em que existe regularidade (como lancamentos de dados
ou de moedas) mas se torna mais adequado a situagdes, como a gestao
de empresas, nas quais as decisdes pessoails sao determinantes mas
nao se podem reduzir ao exame de freqgliéncias.

A primeira das axiomatizacgdes dignas de nota foi a de Rich-
ard von Mises (1919), as quais se seguiram diversas outras, entre
as quais a proposta por Karl Popper (1938), que sofreu varias modi-
ficagdes até atingir a forma publicada em 1956. Mas a comunidade
preferiu a formulacdao de Andrei Kolmogorov (1933). A axiomatizacgao
que sera construida no item 3.2, apoiando-se nos exemplos concre-—
tos, aproxima-se da proposta de Kolmogorov.

Presentemente, a estocdstica é usada para o modelamento de
diversos fenbmenos, tanto na fisica quanto na genética. Também é
usada como fundamento da teoria dos jogos. Resumidamente, a teoria
dos jogos trata das situagdes de conflito, isto ¢é, das situacgdes
nas quais diversos sujeitos perseguem objetivos distintos e nas
quais o resultado final depende de decisdes tomadas por cada sujei-
to. Dizemos que o jogo é competitivo, gquando o bom éxito de um
sujeito implica o mau éxito dos outros. Essa teoria foi fundada por
Oskar Morgenstern e Janos von Neumann, em 1944. Posteriormente,
John Nash introduziu a teoria dos Jjogos competitivos, Dbaseada no
conceito de Jjogos com estratégia mista que progridem cibernetica-
mente em um circulo légico em direcao a um ponto de equilibrio que
otimiza os resultado para todos os jogadores. Pelas correcdes e ex-
tensdes da teoria de von Neumann, Nash ganharia o prémio Nobel de
Economia de 1994.



Se aceitarmos o juizo de gque o estudo das leis naturais pode
ser visto como um jogo, no qual a natureza procura ocultar os se-
gredos e o0s investigadores tentam desvenda-lo, poderemos aplicar a
estocastica ndo apenas como instrumento de descricdo do saber mas
como ferramenta para construi-lo (cf. HEGENBERG 1976:165).

3 - Rudimentos da teoria estocdstica
Primeiro protdétipo —
Consideremos uma turma com a seguinte composicao:
12 estudantes nascidos em Salvador (S),
6 estudantes nascidos na Feira de Santana (F),
4 estudantes nascidos na Cachoeira (C),

3 estudantes nascidos nas Barreiras (B).

Essa turma consistird em estudantes distribuidos segundo as
proporgdes seguintes:

B: 3/(3 + 4+ 6 + 12) = 3/25 = 12%
C: 4/(3 + 4 + 6 + 12) = 4/25 = 16%
F: 6/(3 + 4 + 6 + 12) = 6/25 = 24%
S: 12/(3 + 4 + 6 + 12) = 12/25 = 48%

Verifica-se facilmente que a composicao dessa turma goza de
uma propriedade inerente a qualquer distribuicao desse tipo, qual
seja, € igual a unidade a soma das proporc¢des de todos os componen-—
tes da turma.

Nesse exemplo, 3/25 + 4/25 + 6/25 + 12/25 = 1 ou, equivalente-
mente, 12% + 16% + 24% + 48% = 100%.

A expressdo desse fato chamaremos propriedade A.

Suponhamos, em seguida, gque um estudante dessa turma seja es-
colhido aleatoriamente para representa-la junto a Diretoria da es-
cola vertente.

Para efetuar tal escolha aleatdéria, podemos supor que dispomos
de uma urna com vinte e cinco bolas idénticas, numeradas de 1 a 25,
e associadas aos componentes da turma, listados na ordem alfabé-
tica. Dizer que um estudante serd escolhido aleatoriamente equivale
a dizer que uma bola serda retirada da urna por um pProcesso gue nao
envolva volicao.

Por admitirmos que a atribuicdo de numeros as bolas nédo lhes
modifica as propriedades fisicas (tais quais o volume e o peso),



podemos dizer que a expectativa de que seja escolhida uma qualquer
dentre elas se possa medir pela proporgcao de 1 para 25. Equivalen-
temente, dizemos que essa é a expectativa de que seja escolhido um
qualquer dentre os estudantes que integram a turma referida. O con-
junto de todas as escolhas de um estudante dessa turma sera
designado pela locucao espaco amostral.

A cada escolha de um estudante dessa turma chamaremos ponto do
espaco amostral. A gqualquer parte do espaco amostral chamaremos
evento e diremos que um evento é elementar, se ele consistir em um
unico elemento.

Nesse exemplo, notamos que todos o0s eventos elementares apre-
sentam a mesma expectativa. A propriedade de que todos os eventos
de um espaco amostral exibam a mesma expectativa chamaremos
eqliidade.

Diremos que dois eventos sao incompativeis, quando eles nao
podem ocorrer concomitantemente.

Exemplo 1 —

Sejam E; = {ser escolhido o primeiro estudante da lista} e E;
= {ser escolhido o segundo estudante da lista}. Se estivermos exa-
minando a escolha de um uUnico estudante, os eventos E; e E, serao
incompativeis.

Por outro lado, a expectativa de que ocorra a reuniao dos
eventos E; e E, serd a soma das respectivas expectativas, isto ¢,

p(E1 U Ey) = 1/25 + 1/25 = 2/25.

Esse exemplo nos leva a formular a propriedade B: A expecta-
tiva de que ocorra a reuniao de dois eventos incompativeis é a soma
das expectativas desses dois eventos.

Exemplo 2 —

Sejam Egp = {ser escolhido um estudante nascido nas Barreiras},
Ec = {ser escolhido um estudante nascido na Cachoeira}, Er = ({ser
escolhido um estudante nascido na Feira de Santana} e Eg = {ser

escolhido um estudante nascido em Salvador}. Se ainda estivermos
examinando a escolha de um estudante, os eventos Eg, Ec, Er e Eg
serao incompativeis.

Decorre do primeiro exemplo e da propriedade A que a expecta-
tiva de que ocorra o evento Eg é 3/25, o que serd representado por
p(Eg) = 3/25.

Pelos mesmos motivos, p(Ec) = 4/25, p(Er) = 6/25 e p(Eg) =
12/25.

O exame desse resultado nos conduz a formulacgdo da propriedade
C: A soma das expectativas de todos os eventos incompativeis (de um
mesmo espaco amostral) € igual a unidade.

Essa propriedade C fornece outro modo de se calcular a expec-—
tativa do complementar de um evento H. De fato, seja H o evento
{ser escolhido um estudante que nasceu nas Barreiras, na Cachoeira
ou na Feira de Santana}. Ora, podemos calcular p(H) como 3/25 +
4/25 + 6/25 = 13/25. Por outro lado, notando que H = {ser escolhido



um estudante que ndo nasceu em Salvador} = [Es, podemos escrever que
p(H) = p([Es)= 1 - p(Es) = 1 - 12/25 = 13/25.

Problema 1 —

Dada uma urna que contém duas bolas verdes, trés bolas brancas
e quatro bolas azuis, sejam os eventos Ey = {ser extraida uma bola
verde}, Egp = {ser extraida uma bola branca} e Ep = {ser extraida uma
bola azul}. Calcule as expectativas p(Eax), p(Er), p(Ey) e calcule,

por dois procedimentos, p(Ex U Eg).

Segundo protdétipo —

Na discussao do exemplo anterior, verificamos que a expecta-
tiva da reuniao de eventos incompativeis €& a soma das expectativas
dos eventos considerados (propriedade B). Essa propriedade suscita
outro quesito: Como se deve calcular a expectativa da intersecao de
dois eventos? O exame da seguinte situacdo fornecera uma resposta
clara.

Consideremos duas urnas, das quais a primeira contém uma bola
branca e duas bolas verdes e a segunda contém trés bolas azuis e
cinco bolas purpurinas, e efetuemos a extracao de duas bolas, uma
da primeira urna e outra da segunda urna.

Para descrever o espaco amostral correspondente a esse experi-
mento, recorreremos ao conceito de produto cartesiano S x T de dois
conjuntos S e T. Lembramos que tal conjunto consiste nos pares for-
mados por um elemento do primeiro conjunto (S) e por um elemento do
segundo conjunto (T). O exame desse produto cartesiano € conduzido
facilmente mediante a tabela seguinte, na qual os eventos elementa-
res serdo descritos pelas iniciais das cores das bolas extraidas.
Poderemos supor que a extracdo se fard sucessivamente e que a pri-
meira letra indica o evento correspondente a primeira urna, enquan-—
to a segunda letra representa o evento correspondente a segunda ur-
na.

A P
B BA BP
VA VP

A fim de, coerentemente com os resultados Jja obtidos,
atribuirmos expectativas aos eventos elementares que compdem esse
espago amostral, notemos que, na primeira urna, vigoram as
expectativas:

p(B) = 1/3 e p(V) = 2/3;
enquanto, na segunda urna, p(A) = 3/8 e p(P) = 5/8.

Ora, de acordo com a propriedade C, como sao incompativeis os
eventos elementares do novo espac¢o amostral, serd igual a 1 a soma
das respectivas expectativas.

Mas 1 =1 x 1 = (1/3 + 2/3).(3/8 + 5/8) =



(1/3).(3/8) + (1/3).(5/8) + (2/3).(3/8) + (2/3).(5/8).

Isso nos conduz a atribuirmos aos eventos elementares as ex-
pectativas seguintes, em harmonia com a propriedade C:

p(BA) = (1/3).(3/8) = 3/24
p(BP) = (1/3).(5/8) = 5/24
p(VA) = (2/3).(3/8) = 6/24
p(VP) = (2/3).(5/8) = 10/24.

Assim, obtivemos uma nova propriedade, a gue chamaremos pro-
priedade D: A expectativa de dois eventos sucessivos € o produto
das respectivas expectativas.

Esse principio tanto nos permite estudar a composicdo de ex-
perimentos distintos (como a extragao de bolas de urnas distintas)
quanto experimentos que consistem na repetigcdo de um mesmo
experimento.

Exemplo 3 —

Com os dados do problema 1 enunciaremos um novo problema ou,
equivalentemente, definiremos um outro espaco amostral, para des-—
crevermos o experimento de se extrairem, sucessivamente, duas bolas
da urna considerada. Para identificarmos esse espago amostral, usa-
remos novamente o produto cartesiano do espaco amostral do problema
1 por si mesmo, construindo a tabela seguinte:

A B v
AA AB AV
B BA BB BV
VA VB \AY
Notemos que, no calculo das expectativas associadas aos even-—
tos elementares, consideraremos as mudancas introduzidas na

composicao da urna pela extracao da primeira bola.

consiste, em nove bolas.

inicialmente,

De fato, a urna

Mas a extracdao de uma bola

reduz o numero total das bolas bem como o numero de bolas que tém a

mesma cor dque a bola extraida. Baseados nesse fato, podemos
atribuir as seguintes expectativas eventos elementares do
espaco amostral descrito:

p(AR) = (4/9).(3/8) = 12/72

p(AB) = (4/9).(3/8) = 12/72

o
b

s
Il

(4/9) .(2/8)

8/72



p(BA) = (3/9).(4/8) = 12/72
p(BB) = (3/9).(2/8) = 6/72
p(BV) = (3/9).(2/8) = 6/72
P(VA) = (2/9).(4/8) = 8/72
p(VB) = (2/9).(3/8) = 6/72
p(VV) = (2/9).(1/8) = 2/72

(Observemos que a soma das expectativas a todos os eventos
elementares é igual a unidade.)

Elaborada essa tabela, que descreve exaustivamente o espago
amostral considerado, poderemos responder a gquaisquer perguntas a
respeito dele. Por exemplo:

¢ A expectativa de que sejam extraidas duas bolas com a mesma cor:
12/72 + 6/72 + 2/72 = 20/72. Logo, € maior que a expectativa de
que a primeira bola seja verde mas € menor que a expectativa de

que a primeira bola seja branca.

® A expectativa de qgue sejam extraidas duas bolas com cores
distintas: 12/72 + 8/72 + 12/72 + 6/72 + 8/72 + 6/72 = 52/72 ou,
mais facilmente, 1 - 20/72 = 52/72.

® A expectativa de que exatamente uma bola seja verde: 8/72 + 6/72

+ 8/72 + 6/72 = 28/72.

® A expectativa de que pelo menos uma das bolas seja verde: 28/72 +

2/172 = 30/72.

® A expectativa de que nenhuma das bolas seja verde: 1 - 30/72 =

42/72.

® A expectativa de que a segunda bola seja azul: 12/72 + 12/72 +
8/72 = 32/72 = 4/9 (resultado dgque pode causar surpresa, por

coincidir com a expectativa de que a primeira bola seja azul).

Problema 2 —

Com os dados relativos a turma considerada no primeiro protd-
tipo, suponha que serao escolhidos, sucessiva e aleatoriamente,
dois estudantes para representd-la junto a Diretoria da escola e
calcule as expectativas dos seguintes eventos:

® (Os estudantes escolhidos haverem nascido na mesma cidade.



® (Os estudantes escolhidos haverem nascido em cidades distintas.
® EFxatamente um estudante haver nascido em Salvador.
® [Fxatamente um estudante nao haver nascido em Salvador.

® (O segundo estudante haver nascido em Salvador.

Terceiro protdétipo —

Ainda com os dados do problema 1 enunciaremos um terceiro
problema ou, equivalentemente, definiremos um terceiro espago
amostral, para descrever o experimento de se extrairem, sucessiva-
mente, trés bolas da urna considerada. Para identificarmos esse
espago amostral, recorreremos novamente ao conceito de produto
cartesiano, neste caso, do espaco amostral do segundo protdtipo
pelo espaco amostral do problema 1.

A B v
AA AAA AAB AAV
AB ABA ABB ABV
AV AVA AVB AVV
BA BAA BAB BAV
BB BBA BBB BBV
BV BVA BVB BVV
VA VAA VAB VAV
VB VBA VBB VBV
\'A' VVA VVB \AYAY

Notando agora que também a extracao da segunda bola produz
mudancas na composicao da urna, podemos atribuir as seguintes ex-
pectativas aos eventos elementares do espaco amostral descrito:

p(AAA) = (4/9).(3/8).(2/7) = 24/504
p(AAB) = (4/9).(3/8).(3/7) = 36/504
p(AAV) = (4/9).(3/8).(2/7) = 24/504
p(ABA) = (4/9).(3/8).(3/7) = 36/504
p(ABB) = (4/9).(3/8).(2/7) = 24/504
p(ABV) = (4/9).(3/8).(2/7) = 24/504
p(AVA) = (4/9).(2/8).(3/7) = 24/504

P(AVB) = (4/9).(2/8).(3/7) = 24/504



p(AVV) =
p (BAR) =
p(BAB) =
p (BAV) =
p(BBA) =
p (BBB) =
p(BBV) =
p (BVA) =
p(BVB) =
p (BVV) =
p(VAA) =
p (VAB) =
p(VAV) =
p(VBA) =
p(VBB) =
p (VBV) =
p(VVA) =
p (VVB) =

p(VVV) =

(4/9) .
(3/9).
(3/9).
(3/9).
(3/9).
(3/9).
(3/9).
(3/9).
(3/9).
(3/9).
(2/9) .
(2/9) .
(2/9) .
(2/9) .
(2/9) .
(2/9) .
(2/9) .
(2/9) .
(2/9) .

(2/8) .
(4/8) .
(4/8) .
(4/8) .
(2/8) .
(2/8) .
(2/8) .
(2/8) .
(2/8) .
(2/8).
(4/8) .
(4/8) .
(4/8) .
(3/8).
(3/8) .
(3/8).
(1/8).
(1/8).
(1/8).

Descrito esse espago amostral,

gunta a respeito dele.

traidas:

®¢ Bolas da mesma cor:

® Uma bola de cada cor:

+ 24/504 = 144/504

24/504 + 6/504 + O

Por exemplo,

= 24/84

(1/7)
(3/7)
(2/7)
(2/7)
(4/7)
(1/7)
(2/7)
(4/7)
(2/7)
(1/7)
(3/7)
(3/7)
(1/7)
(4/7)
(2/7)
(1/7)
(4/7)
(3/7)
(0/7)

8/504
36/504
24/504
24/504
24/504

6/504
12/504
24/504
12/504

6/504
24/504
24/504

8/504
24/504
12/504

6/504

8/504

6/504

0/504

=0

poderemos responder a qualquer per-—

24/504 + 24/504

® Exatamente duas bolas com a mesma cor:

Comentdrio 1 —

a expectativa de que sejam ex-

30/504 = 5/84

+ 24/504 + 24/504 + 24/504

1 - (5/84 + 24/84) = 55/84

O método qgque adotamos para descrever cada espago amostral e
calcular as expectativas dos respectivos eventos elementares mos-—

trou-se eficiente porém extremamente incdmodo.

Para nos convencer-—



mos disso, serd suficiente notar que, se quiséssemos estudar quatro
extracdes feitas na urna considerada, teriamos qgue considerar oi-
tenta e um (= 34) eventos elementares.

Um método alternativo depende do uso de técnicas de enumeracao
mais poderosas. De fato, examinando a tabela anterior, distinguire-

mos trés categorias de eventos elementares: (a) Eventos nos quais
as trés bolas extraidas apresentam a mesma cor. (b) Eventos nos
quais sdo extraidas exatamente duas bolas de uma mesma cor. (c)

Eventos nos quais as trés bolas extraidas apresentam cores distin-
tas.

Examinemos detidamente cada categoria.

(a) pP(ARRA) = (4/9).(3/8).(2/7) = 24/504
p(BBB) = (3/9).(2/8).(1/7) = 6/504
p(VVV) = (2/9).(1/8).(0/7) = O

Portanto, a expectative de qgque sejam extraidas bolas da mesma

cor é (24/504) + (6/504) = 30/504 = 5/84.
(b) Evento AAB — Apresenta trés permutacdes: AAB, ABA, BAA. Logo,
P{AAB, ABA, BAA} = 3.(4/9).(3/8).(3/7) = 108/504

Evento AAV — Apresenta trés permutacgdes: AAV, AVA, VAA. Logo,

p{AAV, AVA, VAA} = 3.(4/9).(3/8).(2/7) 72/504

Evento BBV — Apresenta trés permutacdes: BBV, BVB, VBB. Logo,

p{BBV, BVB, VBB} = 3.(3/9).(2/8).(2/7) = 36/504

Evento BBA — Apresenta trés permutacdes: BBA, BAB, ABB. Logo,

p{BBA, BAB, ABB} = 3.(3/9).(2/8).(4/7) = 72/504

Evento VVA — Apresenta trés permutacgdes: VVA, VAV, AVV. Logo,

p{VVA, VAV, AVV} = 3.(2/9).(1/8).(4/7) = 24/504

Evento VVB — Apresenta trés permutacgdes: VVB, VBV, BVV. Logo,

p{VVB, VBV, BVV} = 3.(2/9).(1/8).(3/7) = 18/504



Portanto, a expectativa de que sejam extraidas exatamente duas
bolas de uma mesma cor ¢é 108/504 + 72/504 + 36/504 + 72/504 +
24/504 + 18/504 = 330/504 = 55/84.

(c) Evento ABV — Apresenta seis permutacdes. Logo,
p{ABRV, BVA, VAB, AVB, VBA, BAV} = 6.(4/9).(3/8).(2/7) = 144/504

Portanto, a expectativa de que as trés bolas tenham cores dis-

tintas é 144/504 = 24/84.

Podemos conferir a coeréncia do calculo, notando que 5/84 + 55/84 +
24/84 = 1.

Exemplo 4 —

Efetuemos a descricdao do experimento de se extrairem, suces-—
sivamente, quatro bolas daquela mesma urna, dgque contém duas bolas
verdes, trés bolas brancas e quatro bolas azuis. Consideraremos as
seguintes categorias de eventos elementares nesse novo espago amos-—
tral:

Quatro bolas da mesma cor:

® p(AAAA) = (4/9).(3/8).(2/7).(1/6) = 24/3024
(3/9).(2/8).(1/7).0 =0

® p(VVVV) = (2/9).(1/8).0.0 = 0

e p(BBBB)

Exatamente trés bolas de uma mesma cor:

® AAAB — Admite quatro permutacdes.

p{BAAA, ABAA, AABA, AAAB} = 4.(4/9).(3/8).(2/7).(3/6) = 288/3024
® AAAV — Admite quatro permutacdes.

p{VAAA, AVAA, AAVA, AAAV} = 4.(4/9).(3/8).(2/7).(2/6) = 192/3024
® BBBRA — Admite quatro permutacdes.

p{ABBB, BABB, BBAB, BBBA} = 4.(3/9).(2/8).(1/7).(4/6) = 96/3024
® BBRV — Admite quatro permutacdes.

p{VBBB, BVBB, BBVB, BBBV} = 4.(3/9).(2/8).(1/7).(2/6) = 48/3024

® VWVA — Admite quatro permutacdes, todas com expectativa nula.

® VVVB — Admite quatro permutacgdes, todas com expectativa nula.

Duas bolas de uma cor e duas bolas de outra cor:

® AABB — Admite seis permutacdes.
p{AABB, ABAB, BAAB, BABA, BBAA, ABBA} =



6.(4/9).(3/8).(3/7).(2/6) = 432/3024.
® AAVV — Admite seis permutacdes.

p{AAVV, AVAV, VAAV, VAVA, VVAA, AVVA}

6.(4/9).(3/8).(2/7).(1/6) = 144/3024.

¢ BRVV — Admite seis permutacgdes.
p{VVBB, VBVB, BVVB, BVBV, BBVV, VBBV}
6.(2/9).(1/8).(3/7).(2/6) = 72/3024.

Duas bolas de uma cor e duas bolas de cores distintas:

® AABRV — Admite doze permutacdes.

p{AABV, BAAV, BVAA, AAVB, VAAB, VBAA, ABAV, BAVA, ABVA, AVAB,
VABA, AVBA} = 12.(4/9).(3/8).(3/7).(2/6) = 864/3024

¢ BRVA — Admite doze permutacgdes.

P(BBVA, ...} = 12.(3/9).(2/8).(2/7).(4/6) = 576/3024
e VVAB — Admite doze permutacgdes.
P{VVAB, ...} = 12.(2/9).(1/8).(4/7).(3/6) = 288/3024

Podemos verificar a coeréncia do calculo, notando que 24 + 288 +
192 + 96 + 48 + 432 + 144 + 72 + 864 + 576 + 288 = 3024.

Comentario 2 —

Nesse modelamento de fendmenos estocdsticos, consideramos
eventos sucessivos nos quais a composigao das urnas é modificada no
curso do experimento. Tais eventos sao denominados extragdes sem
reposicao. Mas existem eventos que podem ser arbitrariamente repe-
tidos, sem que as condicdes iniciais se modifiquem, tais quais o
lancamento de um dado ou de uma moeda. (Obviamente, estamos supondo
dados e moedas ideais, gque nao se desgastem com o passar do tempo.)

De posse dessas primeiras nogdes, ja podemos resolver o pro-
blema discutido por Cardano e Galilei e referido no item 2.1: “Trés
dados sao jogados simultaneamente e os resultados obtidos em cada
um deles sao somados. O numero de partigcdes de nove em trés
parcelas é igual ao numero de particdes de dez em trés parcelas.
Mas, experimentalmente, a freqgliéncia relativa de ocorréncia de nove
é¢ menor que a fregliéncia relativa de ocorréncia de dez.” (Cf.
FErRNANDEZ 1973:30, n. 15; MorGapo et alii 1991:6.)

Confirmemos que o numero de particdes de nove em trés parce-
las € igual ao numero de particdes de dez em trés parcelas.
Lembremo—-nos de que os dados hexaédricos apresentam seis faces.
Logo,

9 =1+ 2 + 6 — sels permutacdes

9 =1+ 3 + 5 — seis permutacdes



9 =1+ 4 + 4 — trés permutacdes
9 =2+ 2 + 5 — trés permutacdes
9 =2 + 3 + 4 — sels permutacdes
9 =3 + 3 + 3 — uma permutacao
Total: vinte e cinco permutagdes.

10 =1+ 3 + 6 — seis permutacdes
10 =1+ 4 + 5 — sels permutacdes
10 =2 + 2 + 6 — trés permutacdes
10 =2 4+ 3 + 5 — sels permutacdes
10 =2 + 4 + 4 — trés permutacdes
10 =3 + 3 + 4 — trés permutacdes
Total: vinte e sete permutacdes

De fato, os numeros nove e dez admitem o mesmo numero (seis)
de partigdes distintas em trés parcelas. Contudo, as partigdes do
nuimero nove admitem vinte e cinco permutacdes enquanto as particdes
do numero dez admitem vinte e sete permutagdes. Por outro lado,

trés dados podem cair de duzentos e dezesseis (6 X 6 X 6) modos dis-
tintos. Logo, a expectativa de ocorréncia da soma nove é 25/216 en-

quanto a expectativa de ocorréncia da soma dez é 27/216. A
diferenca entre as duas expectativas é de ordem menor que 1%, o que
motivou o seguinte comentdrio por FERNANDEZ (1973:30, n. 15): “Note-

se que a diferenca é pequena, 1/108, o que da idéia da experiéncia
desses jogadores [que propuseram o problema a Cardano].”

Adquirida a familiaridade com esses fendmenos aleatdérios, ja
podemos elaborar uma axiomatizacao. Doravante, a fim de tornar a
exposicao semelhante aos textos disponiveis, usaremos o termo
probabilidade em substituicdo ao termo expectativa.

Aos tedbricos que se debrugaram sobre os fendmenos aleatdrios
causava profundo desconforto o uso de tantos vocdbulos estranhos a
matemdtica, tais quais urna, bola, dado, moeda e extracdo. Sentiram
maior comodidade no recurso ao vocabulario conjuntual, gque sera em-—
pregado doravante. A expressao calcular a expectativa de um evento
sera considerada um sindénimo da locugdo atribuir um numero a uma
parte de um conjunto previamente definido. Tal conjunto serd deno-
minado espaco amostral e designado por A. Mas tal numero deve
atender a dois requisitos fundamentais: nao ser negativo e nao ser
maior que a unidade.

Além disso, deve haver certa coeréncia na associacao entre
as partes de A e as respectivas probabilidades. Vimos que, se dois
eventos forem incompativeis, a expectativa de sua reunido serd a
soma das respectivas expectativas. Ora, dizer que dois eventos sao
incompativeis significa que nao podem ocorrer simultaneamente. (Na
descricao anterior, a reunido de eventos incompativeis era indicada



pela conjungao ou.) Mas dizer que dois eventos nao podem ocorrer si-
multaneamente equivale a dizer gque em sua 1intersecao nao existe
ponto algum, isto é, que sua intersecao é vazia. Usaremos, pois,
essa propriedade para definir os eventos incompativeis, isto é:

Diremos que dois eventos E e F (de um mesmo espaco amostral A) séo
incompativeis, se E N F = J.

Para facilitar a exposicao, introduziremos um termo suple-
mentar:

Diremos que uma familia D;, D, ..., D, constitui uma decomposicao

do espaco amostral A, se dois quaisquer membros dessa familia forem
disjuntos e se a reuniao dessa familia coincidir com o espago amos-

tral A, isto é, se
® Dados dois gquaisquer indices h e k (1 £ h <n, 1 £k £n), DnnN Dy
= .

e U {Dy: 1 £h <n} =A.

J& podemos enunciar os axiomas iniciais:

Inicio de uma exposicdo axiomatica —

“Whereas the axiomatic method was formerly used
merely for the purpose of elucidating the
foundations on which we build, it has now become
a tool for concrete mathematical research. [...]
It is perhaps proper to say that the strength of
modern mathematics lies in the interaction

between axiomatics and construction.” Hermann
WEYL (1951). A half-century of mathematics, ©p.
523-524

Sejam um conjunto ndo vazio A, a que chamaremos espaco
amostral, cujas partes serao denominadas eventos. Atribuiremos a
cada evento E um numero, denotado por p(E), a gque chamaremos a
probabilidade de E, que atende as condig¢des seguintes:

e 0 <p(E) <1

e Se 0s eventos E e F forem disjuntos (isto é, se E N F = J), entdo
p(E U F) = p(E) + p(F).

e Dada qualquer decomposicdo {D:, ..., D,} do espaco amostral A,
p(D1) + ... + Do} = 1. Equivalentemente, p(A) = 1.

e p(J) = 0, isto é, é nula a probabilidade de um evento impossivel.

Note—-se que o0s axiomas enunciadas nao indicam o modo de
se atribuir uma probabilidade a cada evento. Esse fato Jja fora
reconhecido por Henri Poincaré, que aventou duas respostas a mesma
pergunta: Quando se lancam dois dados, qual € a probabilidade de
que pelo menos um dos dados apresente a face que mostra o numero
cinco?



(a) Como cada dado pode apresentar seis faces, o numero de casos
possiveis é trinta e seis e o nuUmero de casos favoraveis € onze.
Logo, a probabilidade é 11/36.

(b) O numero de casos favoraveis pode ser computado, escolhendo-se
a face cinco de um dado, que se pode combinar com qualquer das
faces do outro dado; logo, esse numero é seis. O numero de casos
possiveis é o numero de escolhas (com repetigcdo) de dois objetos
entre seis objetos, (6 x 6)/2 = 18. Logo, a probabilidade é 6/18
= 12/36.

Perguntava-se Poincaré: *“Pourquoi la premiere maniére d’énu-
merer les cas possibles est-elle plus légitime que la seconde? En
tout cas, ce n’est pas notre définition [de probabilidade] qui nous
l’apprend. [...] La conclusion qui semble résulter de tout cela,
c’est que le calcul des probabilités est une science vaine, qu’il
faut se défier de cet instinct obscur gque nous nommions bons sens
et auquel nous demandions de 1légitimer nos conventions.” (POINCARE
1899:192-193)

Note—-se também que os axiomas enunciados tampouco sugerem a
existéncia de nexos causais entre os eventos e suas expectativas.
Como escreveu WITIGENSTEIN (Tractatus, 5.1361): *“Der Glaube an den
Kausalnexus 1ist der Aberglaube”. [A crenca no nexo causal & super-
sticgao.]
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