O papel da intuicao

A intuicdo desempenha um papel basico e indispensavel na
pesquisa matemdtica e nos modernos métodos de ensino.

Raymond L. Wilder
Traduzido por Marcelo Papini

Lembro-me de que, quando era estudante de doutoramento, mui-
tas vezes fui admoestado por meus orientadores a nao permitir que a
intuigcdao me enganasse. Nao consigo, contudo, lembrar-me exatamente
de como eu interpretava esse conselho. Provavelmente, eu pensava
que ele significasse: "Nao deixe que a imaginacdo o induza em erro.
Muito provavelmente é falso aquilo gque vocé pensa ser verdadeiro."

Um dos meus artigos favoritos a esse respeito é a transcri-
cao da palestra de Hans Hahn, intitulada A Crise na Intuig¢do, due
figura na antologia O Mundo da Matematica, editada por J. R. Newman

(1), Esse artigo imita as adverténcias de meus antigos professores,
especialmente o conselho "muito provavelmente ¢é falso aquilo que
vocé pensa ser verdadeiro." De fato, podemos obter do artigo de

Hahn a impressao de que a intui¢do seja um guia completamente fa-
livel e de gque devemos encarada-la com desconfianca, mesmo gquando
qualgquer de suas sugestdes tenha sido rigorosamente verificada.

Parece-me que a ninguém ocorreria discutir a exigéncia de
verificarmos cuidadosamente as sugestdes de nossa intuicao. Porém,
no que tange a completa falibilidade da intuicdo, opino que essa
qualidade mental, seja ela o que for, tem sido por demais difamada.
Na verdade, irei ao extremo de afirmar gque, na auséncia da intui-
cdo, a criacdo matemdtica quase cessaria e que os métodos modernos
de ensino dificilmente seriam justificados.

A natureza da intuicado matematica

A fim de fundamentar essa disputa, devemos clarificar o que,
em matemdtica, se entende exatamente por intuigdo.

Nao ha muito tempo, viram-se em apuros os investigadores que
estavam tentando pdr a prova a inteligéncia, por gue ignoraram o
problema de definir exatamente o que entendiam por inteligéncia. Em
seguida, esses pesquisadores apareceram com um nuUmero, O qgquociente
de inteligéncia ou Q. I., e demonstraram que, geralmente, um estu-
dante dotado de Q. I. mais elevado se sairia melhor em seus estudos
que um estudante de Q. I. mais baixo. Porém, o conceito de Q. TI.
como medida de algo denominado inteligéncia inata, isto é, a inte-
ligéncia hereditariamente transmitida ao individuo, teve de ser
abandonado. Apds numerosos experimentos, especialmente com recrutas
durante a Primeira Guerra Mundial, ficou patente que o ambiente
cultural modifica tanto essa inteligéncia inata que o Q. I consti-
tui, quando muito, uma medida do efeito combinado da heranca e do
ambiente sobre o individuo no tocante a capacidade de aprender, a



sua percepcdao e ao grau de sua conformidade as diretrizes cultu-
rais. E que um Q. I. pode, ao longo de um certo intersticio, ser
reduzido ou aumentado por fatores ambientes, ativos durante esse

intersticio (2),

Voltando a intuic¢do matemdtica, é de se esperar que haja uma
situacao andloga. Acredito que a intuicdo de que falam alguns filé-

sofos — se nao todos mas quando menos alguns — seja uma Iintuigdo
inata. Assim Descartes declarou (3): "Por intuicdo entendo, nao o
testemunho vacilante dos sentidos nem o Jjulgamento ilusivo proce-
dente das construgdes descuidadas da imaginacdao mas a compreensao
que uma mente limpida e atenta nos concede tao pronta e distinta-
mente que ficamos inteiramente livres de davida acerca do que en-—
tendemos." E Kant, assim como eu o interpreto, entende que ambos os
conceitos de tempo e espaco derivam de uma intuicao a priori dque
independe da experiéncia. Entre os fildésofos mais recentes, espe-
cialmente aqueles de propensdo mistica, o conhecimento facultado
por essa intuicdao inata pode ser considerado mais legitimo que o
obtido por observacao e experimento. O intuicionismo de Brouwer e
Poincaré, na medida em gque concebeu os numeros naturais como dados
intuitivamente, parece provir dessa intuicao inata.

Nao creio que meus professores estivessem pensando em alguma
coisa semelhante a essa intuicdo inata. Ademais, sempre duvidei que
eles jamails houvessem tentado analisar exatamente o que eles enten-
diam por intui¢do. Acredito, porém, que eles a associassem, de al-
gum modo, com a experiéncia - a experiéncia matemdtica, para ser
mais preciso - e que, gquanto mais experiente se tornasse o matema-
tico, tanto mais confidvel se tornaria a sua intuicdo. Isto &, a
intuicdo matemdatica, assim como a inteligéncia, ¢é uma qualidade
psiquica gque possivelmente provém de uma faculdade transmitida he-
reditariamente mas que, em um qualquer instante, se consubstancia
no acervo de atitudes derivadas da experiéncia matematica. Isso nao
significa que a intuicdo matemdtica seja alguma coisa que ja conte-
nha nossa atitude perante uma situacdo matemdtica gque nunca tenha-
mos enfrentado. Na verdade, nesta época em que a matemdtica se di-
versifica em uma pluralidade de ramos, espera-se gue um matematico
tenha pouca ou nenhuma intuigdo diante de um ramo com o qual ele
nunca trabalhou; sua intuicdo é Util sobretudo naqueles ramos com
0s quais ele tem tido experiéncia. Acredito gque haja um certo acor-—
do entre esse asserto e a afirmativa com que Hahn termina seu arti-

go (1), a saber, que a intuicdo "é a forca do habito implantada na
inércia psiquica". Assim como a inteligéncia, e aqui me refiro ao
tipo de inteligéncia em gque pensam os medidores de Q. I., a intui-
cao é amplamente influenciada, possivelmente inteiramente formada,
pelo ambiente cultural - provavelmente em um grau maior gque a inte-
ligéncia. Pois acredito que, em particular, o leigo médio nao pos-—
sul nenhuma intuicdo matemdatica, salvo agquela qualidade indistinta
da mente que, se nutrida pela experiéncia com a matemdtica, se con-
verterd no qual denominamos intuicdo matemdtica.

A intuicao individual versus a intuicao coletiva

Tenho usado o vocabulo psiquico referindo-me a intuicao (do-
ravante, iIntui¢do significard intuicdo matemdtica). Desejo enfati-



zar que meu tema primario é a intuicdo do matemdtico como sujeito.
Nao desconheco que no estudo de certas questdes existe o gque se po-
deria denominar uma intuig¢ao coletiva ou cultural. Por exemplo, an-
tes que Weierstrass desse o exemplo de uma funcao real continua
destituida de derivada em qualgquer ponto de seu dominio, provavel-
mente quase todo matemdtico sentiria intuitivamente que tal funcéo
nao poderia existir; essa intuig¢dao tornara-se uma atitude cultural,
uma crenca comum. Considere, porém, o problema do mapa de quatro

cores (9): duvido que o matemdtico médio hodierno tenha um senti-
mento intuitivo quanto a existéncia ou a inexisténcia de um mapa
que nao possa ser colorido com apenas quatro cores - simplesmente

por que ele nunca trabalhou com esse problema. E uma afirmativa
andloga pode ser feita sobre o denominado "ultimo teorema de Fer-
mat" assim como sobre muitos outros problemas. Antes que possamos
nutrir um sentimento realmente intuitivo acerca de tais problemas,
deveremos ter trabalhado com eles. Porém qualguer pessoa que tenha
avancado em matemdtica terd trabalhado com fungdes de uma varidvel
real e, espera-se, terd desenvolvido uma intuicdo a esse respeito.
Um asserto semelhante vale para a estrutura do continuo dos numeros
reais. No tocante aos conceitos matemdticos que fazem parte do en-
xoval de todo matemdtico, espera-se que exista um tipo de intuicgéo
comum a maioria dos membros da comunidade matemdtica. Porém, téao
logo transponhamos esses conceitos e alcancemos as especialidades
matematicas - particularmente nas suas fronteiras - entdao a intui-
cao se torna um assunto estritamente pessoal; e é essa intuicao que
tem importdncia imediata em trabalho criativo.

Porém isso se encontra em inteiro acordo com o conceito de
intuicdo matemdtica como um acervo de atitudes derivadas da expe-
riéncia pessoal. No tocante a matérias de conhecimento comum, como
a teoria das fungdes, as atitudes que adquirimos sao determinadas
por nossos instrutores, sendo manifesta a relacadao com a cultura ma-
tematica geral da época. Quando, porém, cultivamos um ramo especial
de interesse e, especialmente, guando nos envolvemos com a pesquisa
na sua fronteira, entdo desenvolvemos nossas préprias atitudes a
luz de nossas préprias experiéncias pessocais. Somente pode fazer a
adivinhacdo educada qguem houver desenvolvido sua prdépria intuicéao.
E é muito menos direta a conexdao com a atmosfera cultural vigente,
embora ainda seja delineavel.

Chegando ao meu tema principal — o papel da intuigao — é
aconselhdvel, creio eu, olhar primeiro para alguns exemplos especi-
ficos. E jad que o modo pelo qual a intuigdo exerce influéncia varia
segundo seja coletiva (cultural) ou individual e segundo seja ver-
dadeira ou falsa, separarei os exemplos segundo esse esguema.

Exemplos

Inicialmente, consideremos a intuicdo supostamente possuida
pelos gregos e, certamente, por seus sucessores medievais, de que
era verdadeiro o axioma das paralelas. Uso o termo verdadeiro no
sentido absoluto, no qual eles parecem té-lo usado. Essa é uma
crenca intuitiva possuida por todos os matematicos, pois, durante o
intersticio considerado, se supunha versado nos Elementos de Eucli-
des todo aquele que se declarasse perito em matemdtica. Esse & um
exemplo no qual a intuicdo coletiva era um guia falso - um caso ti-



pico entre todos os citados por Hahn em seu ensaio. Interessa, con-
tudo, tentar estimar a influéncia global que essa intuicao teve na
matematica. Que essa intuicdo fosse falsa nao € motivo suficiente
para concluirmos que fosse ruim. E, nesse caso, creio eu, a influ-
éncia foi altamente salutar. Pois, nao fosse a conviccao de que o
axioma das paralelas pudesse ser provado as expensas dos outros
axiomas de Euclides - e essa convicgao decorria diretamente da in-
tuicdo comum respeitante a sua veracidade - entdo, possivelmente,
teriam sido retardados o surgimento das geometrias nao euclidianas
e o seu efeito sobre toda a matemdtica e a filosofia. Certamente, a
geometria nao euclidiana teria sido descoberta, mais cedo ou mais
tarde, sendo por outro motivo, por causa do método axiomdatico. Com
efeito esse método, concebido por Hilbert nos seus Fundamentos da
Geometria, 7Jja estava comecando a emergir no trabalho de varios ma-
tematicos, como Boole e Hamilton. E certamente alguém terminaria
por experimentar alternativas ao axioma das paralelas, exatamente
como Hamilton e Grassmann experimentaram recusar as leis comutati-
vas da &algebra. Porém, por causa da posicdo especial ocupada pela
geometria euclidiana, nao apenas em filosofia mas como parte do
curriculo matemdtico geral, o impacto da consegiiente compreensdo da
independéncia do axioma das paralelas sobre a comunidade matemdtica
e filosdfica iniciou uma cadeia de pesquisa, causando uma revolugao
virtual no pensamento filoséfico e matematico.

J& referi a intuicdo, também falsa, gque sustentava a convic-—
cdo de que toda funcao continua deveria apresentar derivada em al-
gum ponto de seu dominio. Estou seguro de que, se se houvesse feito
um estudo da infra-estrutura histdérica anterior a publicacdao do

exemplo de Weierstrass (6), se teria concluido que a influéncia
dessa falsa intuicdao teve aspectos benéficos. Posso revocar, de
imediato, o método proposto por Lagrange para calcular derivadas
mediante a expansao de fungdes em séries de Taylor, inaugurando as-—
sim a teoria das fungdes analiticas. Soubesse ele, como o sabemos
ndés agora, que a maior parte das funcdes continuas (maior parte na
acepgcao das categorias de Baire) nao admite derivada em ponto algum
de seu dominio, nao seria ele provavelmente dissuadido de propor um
método que supunha aplicédvel a todas as fungdes continuas?

Para tomar um caso mals recente, considere a curva fechada
geral; mais especificamente, uma curva que seja a fronteira comum
de dois dominios do plano. HA& sessenta e cinco anos, havia um maior
interesse geral nessa configuracao topoldgica que hoje, pois tanto
0 teorema da curva de Jordan como a curva de Peano que preenchia
uma regiao haviam estimulado a curiosidade por curvas planas. Ainda
que agora conhecamos exemplos bastante simples de curvas fechadas

que sao a fronteira comum de dominios complementares outros (7),
compreensivelmente, por volta da virada do século, a intuicao comum
era que poderia haver apenas dois tais dominios, um interior e ou-
tro exterior. Podemos apenas conjecturar acerca da influéncia sobre
essa intuicao exercida pela demonstracdao do teorema da curva de
Jordan. De qualquer forma, Schoenflies, que recentemente forneceu
uma tal prova e que pdde considerar—-se um perito na topologia do
plano, assim como um dos fundadores da topologia dos espagos eucli-
dianos, publicou varios resultados nos quais supds como fundamenta-
do, por ser intuitivamente claro, que que uma curva fechada podia
admitir apenas dois dominios complementares. Ora, 1isso certamente
foi ruim. Mas, foi ruim a sua influéncia no desenvolvimento da ma-



tematica? Por exemplo, isso evidentemente foili considerado por L. E.
J. Brouwer, o "pai" do moderno intuicionismo, e o inspirou a per-
quirir a validade da suposigcao. Eu conjecturo que 1isso ajudou a
despertar o interesse de Brouwer por topologia (embora esse inte-
resse possivelmente tivesse também outros estimulos) e que seu tra-
balho classico a esse respeito (fornecendo contra-exemplos, entre
os quais curvas fechadas que sao a fronteira comum de uma familia
enumeravel de dominios) alimentou esse permanente interesse. Em
particular, isso o conduziu ao estudo da invaridncia topoldgica de
curvas fechadas. Na prova dessa invaridncia, que ele foi o primeiro
a fornecer, iniciou uma cadeia de idéias que conduziram a extensao
da teoria da homologia a espagos gerais. Por varios anos apds isso,
ele esteve perfeitamente ativo nesse ramo da matemdtica, obtendo
varios resultados que se tornaram clédssicos (como seus teoremas de
pontos fixos e trabalhos sobre aplicacgcdes de variedades localmente
euclidianas) mas gque somente uma década mais tarde foram plenamente
apreciados pela corrente principal da topologia.

Aspectos comuns aos exemplos

Era falsa a intuicao coletiva nos trés exemplos que referi;
ainda assim, ¢é dificil crer que sua influéncia tenha sido inteira-
mente nociva. E curioso quanta matemdtica boa pode ser feita, mesmo
quando é falsa a intuicdo coletiva pertinente a matérias bdasicas.
Isso foi tanto mais notdvel durante o periodo que precedeu o exem-—
plo de Weierstrass. Pois, durante esse periodo, era no minimo im-
perfeita e habitualmente eivada de erros a intuicdo coletiva per-
tinente & continuidade, a existéncia de derivadas, as séries infi-
nitas, ao sistema dos numeros reais e a uma porcgaoc de outros con-
ceitos fundamentais.

Ainda assim, muito da andlise cléssica fol construida sobre
tal base. Seria bastante tao apropriado falar do "milagre moderno"
quanto falamos do "milagre grego.

Falar do "milagre grego" evoca a crise classica relativa a
comensurabilidade. Também aqui, a intuigao coletiva pertinente ao
numero e a grandeza, segundo a qual todas as grandezas eram comen-
surdveis, embora fosse falsa, foli capaz de sustentar muita matemd-
tica boa. Além disso, o descobimento final do seu verdadeiro cara-
ter conduziu, em todos esses casos, a periodos muito fecundos da
atividade matemdtica. E minha opinido pessoal que todos eles repre-
sentem um fendmeno natural na evolucdo da matemdtica. Em cada caso,
é forte a evidéncia de que o descobrimento do erro na intuicao ba-
sica estava prestes a irromper, por intermédio de varios matemati-
cos prominentes, todos trabalhando independentemente. No caso do
descobrimento da incomensurabilidade, alguns atribuiram-no ao pré-
prio Pitagoras, outros a Hipaso (um discipulo de Pitdgoras); a ver-
dade, porém, € que ninguém o sabe. Nao obstante, como o teorema de
Pitagoras se tornou geralmente conhecido nagquela época, a incomen-
surabilidade entre a diagonal e o lado de um quadrado nao poderia
ficar escondida por muito tempo, pouco importando gquem primeiro o
percebeu. No caso do axioma das paralelas, Gauss, Bolyai e Loba-
chevski, todos descobriram os fatos pelo mesmo tempo. Hoje sabemos
que Bolzano tinha um exemplo semelhante ao de Weierstrass. E, pelo
mesmo tempo que Brouwer encontrou seu exemplo de uma curva fechada



"patoldgica", um matemdtico japonés, Wada, aparentemente produziu
outro. E ninguém sabe quantos outros matemdticos ou estiveram tra-
balhando sobre a falsidade de cada uma dessas intuicgdes coletivas
ou produziram exemplos. O descobrimento da curva que preenche uma
regiao, a que me referi casualmente, evidente constituiu outro caso
tipico. A representacao paramétrica de curvas planas mostrou-se ex-
tremamente Util, embora evidentemente sua introdugao (possivelmente
por Cauchy) haja sido feita sob a influéncia da falsa crencga de que

tailis curvas seriam sempre curvas do tipo intuitivamente aceito —
isto, nao possuindo largura ou espessura. Seguiu-se o modelo usual
de eventos. Apds muita pesquisa boa, baseada no conceito [intuitivo
de curva planal], dgquase gque simultaneamente, Peano, E. H. Moore e
Hilbert apareceram com exemplos que mostravam ser falsa a intuicao

subjacente ao conceito de representacao paramétrica (8), Seguiu-se
um intersticio de cerca de quarenta anos de pesquisa em topologia
do plano e em problemas afins.

Papel da intuicao na evolucao dos conceitos

Que indicam esses estudos de caso no gque tange aos modos se-
gundo 0s quais os conceitos matemdticos evolvem no nivel cultural?
Proponho essa pergunta, pensando em duas coisas. Até agora, apenas
referi casos nos quais a intuicao coletiva era falsa - nao expus
casos nos quais ela fosse verdadeira - e, felizmente, a intuicao
matemdatica nem sempre estd errada. Conseqglientemente, gostaria de
citar alguns casos nos quais a intuicdo estava correta; porém, si-
multaneamente, gostaria de considerar como esses casos se ajustam
aos anteriores, por assim dizer, forgcando a formulacao de novos
conceitos.

Comecemos com o conceito mais bdsico de todos, a saber, o
conceito de nuUmero; mais especificamente, os numeros para contar ou
numeros naturais, 1, 2, 3 ... . A filosofia intuicionista considera
a origem deles como a intuig¢dao humana das "séries fundamentais" de
atos mentais, consistentes em um primeiro ato, um segundo ato, um
terceiro ato etc. Suponho que essa seja uma intuigcao derivada do

ambiente fisico e cultural. Mais especificamente - e isso pode in-
ferir-se do estudo das formas dos nomes numerais primitivos assim
como da pratica de contar - o uso de correspondéncia biunivoca para

comparar colecgdes de objetos fisicos, aliado ao carater repetitivo
da determinacao verdadeira de tais correspondéncias, formando um
conjunto de atitudes que constituem, em uUltima insténcia, a intui-
cao das séries fundamentais. E presumo que essa tenha sido uma in-
tuicdo no nivel cultural, partilhada wvirtualmente por todos qgue
julgaram necessdario ocupar—-se com as formas primitivas de contar.
Provavelmente, na génese da geometria, esteve atuante um tipo ana-
logo de intuicdo, o qual foil necessdrio para comparar comprimentos
e areas. Certamente que tudo isso é muito conjectural, porém parece
representar razoavelmente o que ocorreu antes daqueles periodos dos
quais os registros histdéricos sao mais completos. E é nosso exemplo
mais antigo de como a intuicao correta, no nivel coletivo, serve
para construir o edificio matemédtico.

Contudo, foi uma intuicdo que terminou por conduzir a con-
ceitos que produziram a "crise grega"; e foli necessario que Eudoxo
e seus contempordneos criassem um novo arcabougo conceitual dque,



embora contivesse a maior parte do antigo, rejeitava as partes que
se mostraram falsas. Seguiu-se aquele desabrochar de atividade a
que chamamos "milagre grego", baseado em uma intuig¢ao do conceito
de numero - as denominadas grandezas geométricas - a qual permitiu
a construcdo ulterior da teoria matemdatica em cima da antiga teoria
dos pitagdéricos. Embora expressa na linguagem da geometria, essa
intuigdo compreendia virtualmente uma teoria completa do sistema
dos numeros reais. Infelizmente, o caminho tomado pela cultura oci-
dental impediu o desenvolvimento ulterior da intuicao grega. E ape-
nas recentemente a atividade em andlise matemdtica, baseada nos
fundamentos assentados pelos gregos e PpPOr sSeus sucessores (que
acrescentaram nova representacao simbdélica para os numeros), trouxe
a luz a impropriedade da intuigcdo criada pelo trabalho de FEudoxo.
Pela segunda metade do século XIX, a andlise real alcancou uma for-
mulagao mais precisa do continuo dos numeros reais mediante a nogao
de conjunto. A denominada "aritmetizacdo da andlise por Weierstrass
e por outros forneceu uma nova concepcadao do continuo real e tornou
possivel a teoria da medida e as brilhantes pesquisas da primeira
metade do presente século, tanto em andlise como em topologia.

Porém essa nova concepc¢do do continuo real deu a luz uma no-

va intuigdao — a da teoria dos conjuntos. O trabalho de Cantor foi a
formulacdo dessa nova intuigao. Algumas de suas falhas foram logo
descobertas sob a mascara de contradicgdes tedricas. Presentemente,
que a comunidade matematica desenvolveu novos cénones de rigor, se
compreendeu que o remédio deve ser buscado em uma formulacadao mais
precisa da teoria dos conjuntos. O método axiomadtico, usado pelos
gregos para evitar os paradoxos de Zendo e a presungao de comensu-—
rabilidade, alcancava um novo nivel de maturidade e novamente ofe-
recia um método para atingir a precisao pretendida. Para designios
mais comuns, o0s sistemas axiomdticos da teoria dos conjuntos forne-
ciam uma base bastante satisfatéria. Porém, no gue tange a uma for-
mulacdao uUnica da teoria geral de conjuntos, encontramo-nos hoje em
dia em uma situacao pouco melhor que a dos pitagdéricos relativamen-
te a geometria ou que a dos primeiros analistas relativamente ao
continuo real. Nosso conhecimento do axioma da escolha, por exem-—
plo, € puramente intuitivo. Temos um acervo de boa matemdtica fun-
dado em seu uso, porém nos sentimos inquietos acerca de suas conse-

giéncias paradoxais, como o teorema de Banach-Tarski (9) . outro
tanto ocorre a hipdétese do continuo, embora isso talvez ndo seja
tdo sério para a maioria de nds. Contudo, serve como um memento de
que nossa intuicao do continuo real nao foi inteiramente elucidada
pelo trabalho de Weierstrass e de seus contemporédneos. Eles produ-

ziram, forgosamente, uma nova intui¢ao - a teoria dos conjuntos —
e, desde que essa teoria possul apenas uma base intuitiva, toda a
matemdtica deve depender dela.

Penso que apenas uma conclusdao se pode extrair disso tudo,
qual seja, de que os intuicionistas estao corretos, no tocante a
estar a matematica, em Ultima insténcia, baseada na intuicdo. Porém
a nogdo de intuicdo matemdtica que vim usando ndo é precisamente a
nocao do intuicionismo; e, além disso, os métodos usados pela maio-
ria dos matemdticos ndo sdo os da doutrina intuicionista.

Resumimos o papel da intuicdo matematica na evolugdo dos
conceitos matemdaticos, notando gque nossa intuigcdo dos conceitos
bdsicos cresceu por uma série de descobrimentos de aspectos defei-



tuosos dos conceitos vigentes e pela ulterior substituigao por no-
vos conceitos os quais, nao apenas explicam os defeitos mas condu-
zem a uma exaltada atividade no novo fundamento e a conseqgiiente
criacdo de matematica muito boa. Finalmente, o0s novos conceitos co-—
mecam a revelar defeitos; particularmente, descobrimos que eles in-
troduzem novas intuig¢des que se devem tornar conceitualmente mais
precisas. E o ciclo continua.

Papel da intuicao na pesquisa

Tratemos agora do papel da intuig¢dao na pesquisa. Os comen-—
tdrios biograficos nos escritos de Poincaré e o trabalho mais com-

pleto de Hadamard (10) incorporam um uma boa exposicao de como a
intuigao opera no nivel individual no trabalho criativo. Conforme
assinalei, trata-se de uma intuicgao de natureza altamente especia-
lizada. Refere-se ao problema particular com gque somente o indivi-
duo ou poucas pessoas estdao trabalhando. Certamente é verdade que
tais pessoas se fundamentam na intuig¢dao coletiva e que esta as in-
fluencia. Particularmente, a escolha do problema com que se ocupam
é guiada pelo que a intuicao coletiva julga seja a direcao mais fe-
cunda de pesguisa. Escolhido, porém, o problema, o individuo comeca
a construir novos conceitos e as intuigdes resultantes. De certo
modo, ele repete a experiéncia da cultura matemdatica geral, porém
em um nivel diferente e a uma maior taxa de mudanca. Habitualmente,
suas 1intuigdes falsas sao assim reconhecidas em um lapso de tempo
relativamente curto ("relativamente curto" pode significar véarios
anos) e emendadas com conceituacgao correta.

Essas notas aplicam-se, também, no caso de problemas qgue
permanecem irresolutos por muitos anos e se tornam "classicos". Os
individuos experientes, considerando frustrados os esforcos despen-—
didos na tentativa de solucao, podem ter parado de se ocupar deles
e migrado para problemas que prometem resultados mais rapidos. Pen-
SO dque, nesse caso, a intuigao coletiva no campo de um problema
particular continua a crescer, sendo transmitida pelos antigos in-
vestigadores aos novos. Finalmente, em decorréncia da combinacdo de
uma intuicdo coletiva mais amadurecida (gque teria crescido imperce-
bida) com novos métodos e génio individual, alguém (habitualmente,
um matemdtico mais jovem, relativamente novo no campo e detentor de
uma intuig¢do individual fresca) resolve o problema. Estou convicto
de que tem uma base firme esse sentimento de reveréncia gque muitos
matematicos criativos mais velhos experimentam perante a poténcia
da geracao jovem de praticantes criativos. O jovem nao somente se
adentra no campo particular sem ter gue atravancar seu cérebro com
conceitos e métodos que tiveram serventia e que agora sao refugados
mas, usando novos conceitos e métodos, construiu uma intuicdo indi-
vidual que se configura em um terragco do qual ele pode contemplar
seu campo de pesquisa com olhar nao enturvado pelo actmulo de in-
tuig¢des anteriores e deficientes. O orientador de sua primeira pes-
quisa nao tem maior responsabilidade que a de guiar e dirigir essa
jovem intuicdo pelos canais conceituais mais atualizados. E quase
um truismo dizer que, sem intuicdo, ndo had criatividade em matema-
tica.



Papel da intuicao no ensino

Assim como a intuicgdo coletiva, a intuicdo matematica indi-
vidual ndo € estatica mas se desenvolve. Comeca a desenvolver-—-se em
nossa infancia, pela época em que aprendemos a distinguir formas e
tamanhos (intuigcdao geométrica) e a contar (intuigcao aritmética).
Nao nascemos com ela, pois, sem uma base cultural para seu desen-—
volvimento, a intuicdo matemdtica parece inexistir. Contudo, em
nossa cultura, na época em que ingressa na escola, a crianca habi-
tualmente tem uma base sobre a qual construir - por exemplo, prova-
velmente seus pais a ensinaram a contar - e o desenvolvimento con-
tinuado dessa base indubitavelmente constitui uma das responsabili-
dades centrais dos professores do primeiro grau.

Na época em que alcancga o segundo grau, o estudante deve ter
uma base intuitiva razoavelmente vultosa com que trabalhar. Presu-
mivelmente, seus professores recorreram a intuicdo aritmética dele
para desenvolver tanto a aritmética superior como a algebra e —
pelo menos no ambito de novas idéias curriculares — sua intuicgao
geométrica, nao apenas para lidar com os fatos elementares mas para
auxiliar na resolugcao de problemas aritméticos e algébricos. E,
nesse processo, o0 professor deve haver aumentado a base intuitiva

[do estudante]. Em resumo, quando o estudante chega aos professores
do segundo grau, seu enxoval matemdatico deve conter dois componen-
tes principais - o componente intuitivo e o componente instrutivo.

E dificil separd-los, particularmente porque o componente intuitivo
depende, para crescer, do componente instrutivo.

Talvez eu possa tornar isso mais claro, expondo minha visao
do que deve executar o novo curriculo que se estd presentemente
elaborando, em oposicdo ao curriculo matematico antigo. O antigo
curriculo foi projetado principalmente para o componente instruti-
vo: ao estudante ensinava-se a efetuar operacdes aritméticas e al-
gébricas e a provar teoremas. Porém ocorria conscientemente pouco
desenvolvimento da intuicdo matemdtica. Essa manifestava-se, prin-
cipalmente, na resolucgao dos problemas propostos. Porém, na medida
em que tais problemas constituiam repeticdo mecdnica das operacdes
ou dos modos de prova que eram ensinados, pouco ou nada acrescen-—
tavam ao componente intuitivo. Em oposicdo a esse, o novo curriculo
deve tentar converter o ensino do componente instrutivo em um pro-
cesso pelo qual a intuicao do estudante seja efetivamente usada e
desenvolvida a um nivel posterior, durante a aquisicao do novo co-
nhecimento.

Por exemplo, enquanto no velho sistema ao estudante se ensi-
nava a foérmula para execucao de um procedimento, no novo [sistema]
o estudante deve ser convidado a tentar prever a que forma o proce-—
dimento conduzird. Essa previsao e a experimentacdo associada, con-
duzindo a uma decisadao quanto ao resultado final, desenvolve e re-
forca a sua intuicdo matemdtica. De um modo embriondrio, esse pro-
cedimento é exatamente o mesmo perseguido pelo pesguisador em mate-—
matica e, na minha opinido, o professor que o cultiva esta fazendo
um trabalho criativo. Acredito, também, qgque todos os conceitos de-
vam ser apresentados dessa forma. Explicar um conceito a um estu-
dante enriquece o seu componente instrutivo mas nao fortalece sua
intuicdo. Provavelmente, o pior exemplo desse tipo de coisa é a



escrita de uma definigcao no quadro, seguida da explicacao de seu
significado e de sua utilidade.

Por exemplo, considere o principio da inducdo matemdtica.
Podemos adotar o procedimento seguinte: primeiro, escrevemo-1o no
quadro sob a forma na qual é habitualmente enunciado como axioma;
em seguida, explicamos o seu significado; finalmente, mostramos co-—
mo se usa na prova de fdérmulas aritméticas simples. Isso é seguido
do dever-de-casa, no qual o estudante aplica o processo antes como
um algoritmo de prova, imitando o que o professor fizera. Os estu-
dantes mais brilhantes talvez nao enfrentardao dificuldade alguma
com 1isso, enquanto os estudantes medianos serao confundidos por
questdes secunddrias, tais quais: "Como encontrarei o termo de or-
dem n+1?" - questdes que se vinculam em grande parte ao carater al-
goritmico do que lhes foi ensinado.

Ora, esse tipo de ensino nao auxiliard o estudante a reco-
nhecer que o principio da indugcdo matematica pode ser invocado,
quando futuramente se lhe deparar um problema no qual a indugcao ma-
temdtica constituir um modo natural de prova ou de definicdo. Pois,
embora ele possa "saber" a inducdo matemdatica, ele nado obteve uma
sentimento intuitivo dele. Se, por outro lado, seu professor acre-
ditasse que ele sabia contar e que tinha uma intuicao das "séries
fundamentais" e se dai o conduzisse ao descobrimento do principio
da inducdo matemdtica, entdao o estudante obteria ndo apenas um co-
nhecimento do principio mas também uma base intuitiva para o futuro
reconhecimento de casos aos quais se poderia aplicar o principio.
Dessa forma, a intuicdo poderia desempenhar seu prdéprio papel no
ensino criativo.

Talvez professores experientes ja& usem tais métodos de en-
sino criativos e nao cogitem de apresentar uma definicado sem antes
demandar que as faculdades intuitivas do estudante o ajudem a for-
mular tal definicgao. Duas coisas, contudo, me ingquietam: Primeira,
que os professores, sob a pressao de apertar uma certa gquantidade
de material em um certo lapso de tempo, possam considerar necessa-
rio recorrer ao antigo modo de ensino, gque consiste em (a) apresen-
tar a definigao, (b) explicar a definig¢dao e (c) aplicar o conceito
a um problema particular. Na discussdao do denominado "método dida-
tico de Moore" - que exemplifica muito do que descrevi - Moise co-
mentou que "o conhecimento puro nao desempenha um papel crucial no

desenvolvimento matemdtico, como o supde muita gente" (11) . 5 a
respeito do tempo despendido no uso do método de Moore, ele decla-
rou: "A ignordncia decorrente deveria ser um empecilho irremedidvel

mas de fato ndao no é; e a Unica forma que vejo de resolver esse pa-—
radoxo consiste em inferir que a matemdtica pode ser ensinada como
atividade e que o conhecimento adquirido desse modo tem um poder
desproporcional a sua magnitude." E do segundo volume do recente

livro de Polya, O Descobrimento Matematico (12), consta uma citacao
de Lichtenberg, fisico do século XVIII: "Agquilo que vocé foi condu-
zido a descobrir por si mesmo deixa uma senda em sua mente que vocé
pode tornar a percorrer, quando for necessdrio." Isso & um modo ex-—
pressivo de dizer que assim estamos aumentando o acervo de nossa
intuicdo matemdtica.

A segunda coisa que me preocupa vincula-se ao uso do método
axiomdtico no ensino secunddrio, particularmente quando o objetivo
¢ definir. Aqui se aplica o que antes expus relativamente a inducéao



matemdtica. O estudante nédo deve ser iniciado em uma teoria median-
te axiomas. Consideremos a aritmética dos numero inteiros. Essa é
uma teoria com que ao estudante ja ¢é familiar, uma circunsténcia
que a torna uma excelente matéria para uma introducdo apropriada a
axiomatica. Contudo, antes de propor qualgquer axioma, o professor
deve respeitar a imaginacao do estudante o bastante para lhe reve-
lar um pouco acerca do objetivo da axiomdtica. Em particular, deve-
mos dizer—-lhe que desejamos procurar alguns aspectos especificos da
aritmética dos numeros inteiros dos quais possamos derivar os ou-
tros; pois, tendo feito assim, nao somente poderemos verificar a
exatiddo de um operacdo diante da base axiomdtica como também expe-—
rimentar nossa imaginacgao, encontrando outros modelos, gque nao oS
numeros inteiros, para todos ou alguns dos axiomas - por exemplo, a
aritmética dos numeros racionais e a algebra elementar.

Depois de haver decidido tentar enumerar axiomas, o estudan-
te deve ser encorajado a, ele préprio, descobrir axiomas adequados

— certamente sob a direcdo do professor. Todavia, é dispensavel di-
zer que se esses tdpicos forem muito avancados para gque os estudan-
tes o compreendam, entdo o método axiomdtico nao deve nunca ser in-
troduzido. Nem devem os axiomas ser introduzidos furtivamente, dis-
farcados nas denominadas “leis", supostamente legadas por algum
obscuro Moisés matemdtico.

Acredito que isso se apligque, em grande parte, ao ensino do

terceiro grau — certamente até o fim dos dois anos iniciais. Con-
forme o estudante progrida a trabalhos mais avancados, © componente
intuitivo de sua habilitacdao comeca a adquirir maior importéancia.
Nessa fase de sua carreira, podemos admitir que o estudante va de-
senvolver algum tipo de trabalho criativo, sendo em matemdtica, em
alguma outra ciéncia. E é desejavel que seus professores tenham ti-
do alguma experiéncia com trabalho criativo. Isso nao significa que
o professor deva ter concluido o doutoramento; isso é um talisma do
qual gostaria de dgque pudéssemos livrar—-nos. Prefiro um professor
sem PhD, arrebatado pela matemdtica, que possa ensina-la criativa-
mente a um professor com PhD que nem se estimule com a matematica
nem seja capaz de inspirar seus estudantes. Naturalmente, a medida
que o estudante progrida em trabalho de pdés—graduacgcdao, a maior par-—
te de seus professores certamente terd PhD, ja que eles prdéprios ou
estardo desenvolvendo trabalho criativo ou, pelo menos, Jja desen-
volveram trabalho suficiente para compreender o papel da intuicgao
nesse tipo de trabalho e a importédncia do uso de métodos que a de-
senvolvam. O estudante graduado deve ser capaz de incrementar por
si mesmo o componente instrutivo; a responsabilidade de seu mentor
consiste principalmente em nutrir sua intuicdo matemdtica, pois is-
so é que serd de maior importédncia em sua carreira como matemdatico.

Resumo

"Intuigdo", segundo o uso pelos matemdaticos modernos, sig-
nifica um acervo de atitudes (incluindo crencas e opinides), deri-
vadas da experiéncia tanto individual quanto cultural. Estd estrei-
tamente associada ao conhecimento matemdtico, gque constitui a base
da intuigado. Esse conhecimento contribui ao crescimento da intuigao
e, por sua vez, ¢é aumentado por novos materiais conceituais sugeri-
dos pela intuicao.



O papel principal da intuicao é fornecer uma fundacdo con-
ceitual que aponte as diregdes gque as novas pesguisas poderao to-
mar. A opinido de cada matemdtico com respeito a existéncia de con-
ceitos matemdticos (numero, nogdes geométricas e quejandos) € sus-—
tentada pela intuicao; fregliientemente, essas opinides se mantém com
tanta firmeza que merecem o qualificativo de "platdnicas". O papel
da intuicdo na pesquisa ¢é suprir a "adivinhacdo educada", que se
pode revelar verdadeira ou falsa; porém, em ambos 0S casos, O Pro-
gresso nao se consegue sem ela e mesmo uma adivinhacao falsa pode
conduzir ao progresso. Assim, a intuigcdao também desempenha um papel
relevante na evolucao dos conceitos matematicos. O avanco do conhe-
cimento matemdtico, periodicamente, revela falhas na intuicgdo cul-
tural; 1isso produz "crises", cuja solucao conduz a uma intuicao
mais amadurecida.

A base extrema da matemdtica moderna € poils a intuicdo mate-
matica e é nesse sentido que estd correta a doutrina intuicionista
de Brouwer e de seus adeptos. 0Os métodos modernos de ensino reco-
nhecem o papel da intuicao, ao substituirem o modo de instrucgao
"faca 1isso aquilo" por uma atitude "que deve ser feito em segui-
da?", a qual invoca a infra-estrutura intuitiva previamente desen-
volvida. Dessa forma a compreensao e a apreciacao do conhecimento
matemdtico podem ser adequadamente incutidas aos estudantes.
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