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Para os matematicos, uma teoria é uma col ecdo de idéias

rel ativas a objetos matematicos [!]. Essas idéias podem abranger
um corpo vasto de trabal hos matemati cos que possuem raizes e
aplicacdes emoutras tais teorias anplanmente difundi das ou podem
confinar-se a um sistema auténono de teoremas. Para um
observador, por outro lado, uma teoria matematica afigurar-se-a
conbp um lugar de atividade, vaganente definido, ao qual um
mat emati co se reporta, quando conversa com seus pares. Se as
observacdes forem conduzi das durante um certo intervalo de tenpo
ou em nmeio a diferentes grupos de nmatematicos, entdo essa
vagui dade aunenta grandenmente. Nota-se que o0s nmatemati cos, em
di versas épocas e em | ugares distintos, deconpdem diferentenente
o0 seu nmundo da matematica. Com efeito, nuitos nmatenmaticos
di scordam acerca do conteudo desse mundo da nmatematica. Essa
di scordancia ndo se restringe as grandes contendas da histéria
da matematica mas pode ser detectada nos conmentarios fortuitos
de matemati cos acerca do trabal ho habitual de seus col egas.

Essa variegada classificacdo das atividades matenmaticas
pel os matemati cos constitui um dos tracos mais notaveis da
evolucdo das idéias nmatematicas. Matematicos que se dizem
praticantes de uma dada especi al i dade enxergam o desenvol vi nent o
da matematica nos ternos das ideologias de sua especialidade
Esses nodos de enxergar surgem ao | ongo do tenpo e, coligidos em
um certo instante, conpdéem uma descricdo do nundo nesse
instante. Além disso, no interior desse neio anbiente, unma
teoria estd sujeita a diferentes interpretacdes. Portanto, para
0 observador, tanto em uma ocasi 80 quanto ao | ongo do tenpo, uma
teoria ndo € um objeto fixo mas uma categoria social que se
transforma a nmedi da que nudam as perspectivas dos matenmati cos.

O seguinte ensaio exam na os nodos pelos quais diversos
grupos de matematicos caracterizaram unma teoria que, nos fins do
sécul o dezenove, esteve no centro do interesse matemati co. Nas
décadas de 1880 e 1890, achava-se que a teoria dos invariantes
houvesse unificado nuitos ranps da matematica mas, por volta de



1940, indagados sobre essa teoria, o0s matematicos teriam dito
que ela estava norta. Enquanto, em 1890, foram resenhados em um
peri 6di co matemati co quarenta e dois artigos sobre a teoria dos
I nvari antes, em 1940 apenas cinco arti gos apareceram sob a nmesnm
rubrica. Encontravam se especialistas na teoria dos invariantes
em nmuitas das grandes universidades, no fim do sécul o passado,
enquanto a mmior parte dos matemati cos contenporéaneos sentem
di ficuldade em nomear um praticante dessa teoria. De algum
forma, no decurso de neio século, algo que constituia um rano
ativo e inportante da natematica perdeu-se no reordenanento
social e intelectual da disciplina.

Tratar a teoria dos invariantes cono unma categoria

social apresenta varias consequéncias [!!l. (1) Diferentes
grupos de matematicos concebem distintamente a esséncia da
teoria dos invariantes. (2) Diferentes grupos de natematicos
atri buem valores distintos, no seio de sua Wltanschauung
mat ematica, a teoria dos invariantes. (3) Essas classificacdes e
val oracdes evolvem ao longo do tenpo. O destino de uma teoria,
ol hada conp categoria social, é determ nada pel as acbes daquel es
gque a convertem em teoria. Assim o0 que ocorre a teoria dos
I nvari antes depende de conob a percebem e de conp a tratam
aquel es que a percebem

Ha duas classes distintas de matemati cos que col aboram
na determnagcdo do destino da categoria ‘a teoria dos
I nvariantes’ e as suas atividades correlatas conduzirdo a uma
descricao do declinio da teoria. A prineira classe consiste nos
especialistas cujos nonmes estdo associados a teoria. Esse
teodricos dos invariantes despendem grande parte de seu tenpo em
cultivar a teoria. Para eles, essa teoria é um tradicdo viva e
vigorosa. Se decrescer o nunmero dos tedricos dos invariantes e
m nguar sua habilidade em atrair atencdo, entdo a teoria dos
invariantes tera existéncia social sonente até quando for
percebida e caracterizada pelos nenbros da segunda classe, o0s
mat emati cos que nao sao tedricos dos invariantes. Entédo, a
teoria dos i nvari ant es desapar ece, gquando | he faltam
especialistas e quando o resto da conmuni dade matematica ndo a
figura conmpb parte formativa da nmatemati ca.

Em um futuro ensaio, tratarei precipuanente do quesito
da tradicdo findante da teoria dos invariantes. |Investigarei
cadei as de nestres e discipulos desde o periodo vital da teoria
até a fase na qual restam poucos teéricos dos invariantes.
Mostrarei que a penultim geracao dos tedricos dos invariantes
estava situada de tal nodo que inibiu a ulterior transm ssadao da
teoria. Ja no presente ensaio, pretendo tratar do problema do
desaparecinmento da teoria nos ternops em que ela foi
caracteri zada pelos seus tedéricos e pelos denmmis, relativanente
ao desenvolvinmento e a evolucdo de suas especialidades. Para
fazer 1isso, é necessario assinalar certas propriedades das
hi st 6rias col etivas ou histoérias de grupos.



Os nmenbros da nmmioria das atividades coletivas nédo se
preocupam em desvelar e em preservar a histéoria de seus
conetimentos. Em graus variados, fisicos, matemati cos, médicos,
hi st ori adores, juristas e tedlogos atentam ao passado de suas
tradi ¢cbes individuais. Em ordem crescente, preocupamse com seu
passado, porque o que se Vvé cono passado tem inplicacdes em suas
atividades presentes. Um tedl ogo pode estar nuito preocupado na
el aboracdo de doutrina eclesiéastica durante os dltinos
qui nhent os anos. Para um fisico, por outro |ado, um conhecinento
do que constituia a fisica do século XVIII nédo apresenta
utilidade e, enbora reconheca a inportancia do desenvol vi mento
da teoria dos quanta na década de 1920, ele ndo envidaré
esforcos para | hes desvendar as mnuacias da evol ucado histérica.

Conp assinalou THovas S. KuHN, em seu livro The Structure
of Scientific Revolution, na consolidagcdo de revolugbes nas
ci éncias fisicas, € incorporada nos textos escolares uma versao
da historia da disciplina escrita do ponto de vista da teoria
recentemente vitoriosa. Essa nova perspectiva histérica olha a
vel ha teoria nos ternos da nova; e, ao pronul gar novas regras,
orienta as futuras geracdes de cientistas a elaboracdo da nova
teoria. Podenps dizer que outro tanto se aplique a nmatemati ca.
Porém a matematica € uma disciplina consideravelmente nmais
mul ti forme que a fisica. Suas subdivisbes sdo nultiplices e, em
razdo do numero de especialidades distintas, os participantes
tém uma percepcdo nenor do que constitua os problenmas
criticamente inmportantes de uma era. Em matematica (assim conp
na maior parte das ciéncias especiais e em profissdes conmo a
medi ci na), podenps dar um passo além da fornul acdo de KUHN e
ol har ndo apenas cono, apos revolugdes substantivas, surgem
novas caracteri zagbes do passado mas tanmbém conop se desenvol vem
novas caracterizacdes da histéria da disciplina no interior das
el aboracdes das ideologias das nuitas especialidades, novas e
mut ant es.

Nosso exame das miltiplas caracterizagbes da “teoria dos
i nvari antes” revelard diversas historias desse dom ni o contadas
pel os proprios tedricos dos invariantes e por praticantes de
especi al i dades contiguas. Ver-se-a a norte da teoria ou, antes,
sua relegacdo a ndo existéncia, decorrente de uma conbi nacdo de
(a) a conclusdo da histéria “pura” da teoria dos invariantes
produzi da pelos teoricos dos invariantes e (b) a exclusao da
personagem das histérias das especialidades que se poderiam
consi derar suas herdeiras.

Acrescer-se-ao dois outros apontanmentos. Um prineiro é
gque, com o correr do tenpo, certos eventos passam a apresentar
status sinbdolico. Um pronunci anento que, quando foi feito, nao
teve inmportéancia torna-se, anos depois, a caracterizacdo do que
real mente aconteceu. Os matemati cos datam a norte da teoria dos
i nvari antes de decl aracfes por HLBERT de que essa teoria tinha
atingido sua neta, enbor a, guando essas sentencas foram
proferidas, ninguém |hes tenha dado mior atencdo. E nédo é
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evidente, de nmodo al gum que essas sentencas hajam caracterizado
corretanente o estado das coisas. O segundo apontamento enfoca o
quesito do que se considera conp essenci al nente matemati co. Aqui
entra em jogo a distincdo entre célculo ou conputacao e

exi sténcia abstrata [!Il]. Grupos distintos de mateméticos, que
apreci am um desses nodos de procedi nrento, tendem a apequenar O0sS
grupos que fazem uso copi oso do nmétodo oposto. No caso presente,
0S sucessores dos teodricos dos invariantes el evaramde tal forma
seus procedi nentos abstratos que explicam naturalnmente a norte
da teoria dos invariantes pelo fato de o antigo tratanento, que
privilegiava o calculo, haver sido substituido pelo novo, de
carater abstrato. Portanto, o prineiro resultado realnente
i mportante das técnicas abstratas no canpo da teoria dos
i nvari antes € considerado nado apenas conp a causa da norte da
teoria dos invariantes mas também conmo o nonmento decisivo no
nodo de se praticar a matematica. Esse é um exenplo de conp as
| deol ogi as de unma especialidade se tornam para seus nenbros

fundament os da explicacdo da ocorréncia de certos fatos.

Os juizos aqui expostos sdo afins as idéias de varios
eruditos. Compb foi referido, € usada a concepcdao de KuHN de
reescrever as histoéorias cientificas. Mnha apresentacdo difere
um pouco da de KuHN, por nela se considerar a reconstrucéo
hi storica como um traco conmum da vida coletiva, assum ndo unm
forma especial nas conuni dades cientificas. Simlarnente, estou
tratando das divisdes gerais de uma disciplina e de seus
argunment os substantivos, de sorte que ndo nme estou preocupando
particul armente com um novo sistema de explicacbes tedricas que
substituam um antigo. Qutros tém considerado reconstrucdes
comunais da historia. E. C. HuciEs fala das novas nacgdes que

criam para si um nobre passado (1). E R BucHER descreveu as
di ferentes hi st 6ri as cri adas por menmbr os de vari as

especi al i dades médi cas (2).

As idéias gerais de tenpo e histéria usadas neste ensaio
podem encontrar-se em The Phil osophy of the Present, de G H.
MEAD. A nocdo de unm granatica, devida a L. WTTGNSTEIN, que
aparece em suas Philosophical Investigations esta inplicita em
di versos | ugares. Também entram em jogo a idéia do uso sinbdlico
do tenpo, devida a A L. STRAUSS e a nhocdo de antecessores e

sucessores, devida a A Schutz (3). Exploramse, de nodo geral
as idéias da sociologia do conhecinento porém com a
especi fici dade de que est ou ol hando pr ef er ent enent e 0
desenvol vimento histérico de ideologias e ndo as suas raizes em
classificacdes sociolodgicas dos tipos religiao, classe e
cul tura.

Antes de iniciar a parte principal deste ensaio, devo
i ndicar duas |imtacdes. A prineira decorre de, assim conp o0s
mat emati cos descritos, eu haver feito uma escolha, na vasta
riqueza da nmatematica, dos temas que podem ser considerados
parte da teoria dos invariantes. A fim de expor m nhas idéias,
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quase identifiquei um dos principais problemas da teoria com a
prépria teoria. Isso ndo distorce grandenmente a cena, pois as
diferencas relativas a teoria estdo centradas principal mente
nesse problema. Devenps ter em nmente que, ao |ongo das margens
desta narrativa, se encontram sentencas acerca de problemas
mat emat i cos consi der ados i nextricavel mente vi ncul ados ao
problema que discutirei. Se alguns desses outros problenmas
f ossem exam nados, também viriam a frente as estruturas que se
tornari am pat entes.

A segunda |limtacdo resulta de ser exigida um vida de
estudo concentrado da natemati ca, para se apreciar a riqueza das
técnicas e dos resultados da teoria dos invariantes. Os peritos
na teoria enxergavam no interior da prépria mtemati ca um corpo
consi stente de saber regido pelo conteudo desse nesno saber.
Para os matematicos, existe uma |6gica de conexbes e de
desenvol vinmento inplicita no interior dos proéprios docunentos
mat emat i cos. Dificilmente essa I|d6gica se torna explicita.
I nterrogado acerca de um dado trabal ho, um matenmati co responde,
por exenplo, que ele constitui um caso especial de um outro, em
um contexto diferente, ou que ele nostra a inpossibilidade de se
encontrar uma classificacdo estrutural geral, procurada por
muitos. Para um nmatenmati co, essas caracterizacfes se encontram
no coracdo de seu mundo de relevancias, porém raranmente ele
esclarece essas relevancias em docunentos preservados. A
historia oficial da mtematica que perneia o0s artigos e o0s
livros de pesquisa da disciplina ndo indica as relacdes entre as
idéias matematicas. Um nmatemati co pode encontrar um artigo
rel aci onado a sua especialidade e explicar a um circunstante
comb ele se enquadra na corrente principal de seu trabal ho. O
circunstante ndo seria capaz disso, a nenos que fosse um perito,
poi s 0 artigo nao apresenta i ndi cacdes facil nente
conpreensiveis. As indicacdes sdo vistas apenas pelo matenméti co,
que esta imerso no nundo da especi al i dade.

A mani pul acdo explicita de idéias matemati cas conduz, ao
| ongo do tenpo, a distintas interpretacfes dessas idéias. Em um
contexto matemati co francanente sinples, |. LAKATOS npstrou cono
o tratanmento de idéias matematicas técnicas se transnmuda nas
maos de diferentes natematicos e conp essas idéias adquirem
significados distintos, enmbora o0s mtematicos parecam estar

conversando acerca do mesnp objeto (4). Em minha discussdo da
teoria dos invariantes, ndo exam nei esse aspecto de nudancga
tanto pela dificuldade de tal tratamento quanto por poder
ilustrar as nudancas nas caracterizacdes mmis gerais da teoria
sem recorrer as elaboracfes tecnicanente exatas da mtenatica
pertinente (para o que, sem um prolongado estudo, nao tenho a
adequada conpeténci a, cabe notar). Port ant o, a exposicao
segui nte basear-se-a em afirmativas dos matematicos relativas a
teoria dos invariantes e na descricao superficial do conteudo
dessa teori a.



1. Um breve histéria da teoria dos invariantes até 1893.

Em 1891, apareceu unma historia, de duas centenas de
pagi nas, do desenvolvinmento da teoria dos invariantes. Par a
cel ebrar o quinquagési no aniversario dessa disciplina, a Unido
dos Matemati cos Al emAes pediu a um de seus nmenbros em nentes, F.

W MeYER que | he compusesse uma histéria (5). Mever data o inicio
da teoria dos invariantes de um artigo de CGEORGE BooLE, publi cado
em 1841. Por haver exposto a evolucdo da teoria as expensas das
contribui¢cdes ela deu a mtematica, MYER descreveu a anpla
trajetéria que a teoria percorreu através da nmatematica do
século XIX. Entre os matemati cos que contribuiram para a teoria
dos invariantes encontramse alguns dos nmiores do periodo:
BooLE, CAYLEY, SYLVESTER, HESSE, HE SENSTEIN, QLEBSCH, GORDAN, LI NDEMANN,

HERM TE, BRIOSCHI, PeaNO, KLEIN, LIE, HLBERT, V#BER e outros [IV].
Al gumas dessas personagens deram contri bui cfes casuais a teori a,
enquanto outras devotaram grande parte de suas vidas para
desenvol vé-la. Residiam em cinco nacdes distintas (Inglaterra,
Al emanha, Franca, ltalia e os Estados Unidos) e, coletivanente,
publicaram m | hares de artigos em mat emati ca.

Un esbogco do desenvolvinento do que M:YER denom na
problemas principais da teoria dos invariantes pode ser o
segui nte. Em 1843, ARTHUR CAYLEY tonpu unm idéia de um artigo, de
1841, de George Boole e conegou a calcular os invariantes de
funcdes honobgéneas de ordem n. Trés anos depois, CAYLEY subneteu
uma revisdo desse artigo ao Crelle’ s Journal, wum periodico
mat emati co do continente europeu. Em seu ensai o, CAYLEY propds-se
“encontrar todas as fun¢gdes associadas a um qual quer numero de
funcbes que gozam da propriedade de preservar sua forma sob

qual quer transformacdo |inear das variaveis” (6) (isto &,
encontrar os invariantes). Ele tanbém procurou determ nar os
i nvari antes independentes e as relacbfes entre eles. Apdés nuitos
anos, QAYLEY notou que essa tinha sido a prinmeira formul acdo do

probl ema geral de invariantes (7).

Em 1856, na segunda de suas dez “Mendrias sobre
Quéanti cas” (quantica foi o none atribuido as funcgdes
consi deradas), CAYLEY resolveu o problema no <caso de duas

vari dvei s. Mostrou que, para quanticas de duas vari avei s, abai xo
de um certo grau, existe apenas um nunero finito de invariantes
i ndependentes e, acima desse grau, existe um nunero infinito

delas [V].

CAYLEY ndo estava s6 em suas investigacbes. Entre os
col aboradores encontravam se seus conterréaneos J. J. SYLVESTER,
um matematico erradio, ardoroso e prolifico, e o Rev. GEORGE
SALMON.  SYLVESTER enxergava na teoria dos invariantes a esséncia
da “&lgebra noderna”. Um dentre suas nuitas sentencas
entusi asticas era: “Assim cono todos os cam nhos |evam a Ronm,
também assim pelos nmenos no meu proprio caso, todas as
i nvesti gacBes al gébricas, mis cedo ou mais tarde, term nam no
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Capitolio da Al gebra Moderna em cujo portal resplendescente esta

inscrita a teoria dos invariantes.” (8) Antes dessa afirmacdo, o
Rev. SALMON escrevera um texto sobre a teoria dos invariantes,
Moder n Hi gher Al gebra, publicada em 1859. O texto foi traduzido
ao alenmdo em 1863 e, quase sinultaneanente, ao francés e ao
italiano. Incorporava muito dos trabal hos de CAYLEY e SYLVESTER
[V,

Entrementes, na Al emanha, diversos matematicos foram
conovi dos pelo trabalho de CavLey. Dois al endes, ARONHOLD e
CLeBscH, desenvol veram t écni cas sinbélicas para gerar e nmani pul ar
i nvari antes de quéanticas. O trabal ho de anbos a esse respeito €
altamente al gébrico, isto €&, seus problemas envolviam a
mani pul acdo al gébrica de sinmbol os, enmbora o interesse de QEBSCH
residisse no significado geonmétrico das mani pul agdes. Por volta
de 1860, QEBSCH iniciou seu discipulo PauL GORDAN na teoria dos

invariantes (9). Em acordo com CLEBsCH, GORDAN obteve muitos
resul tados na teoria. Ap6s varios anos de trabalho na teoria,
GORDAN provou um teorenma que guardaria seu nome - 0 teorenmm da
finitude de GoORDAN. Em seu ensaio de 1868, GORDAN nostrou que
CAYLEY conmetera um engano em sua “Segunda Memdria sobre
Quanticas”. GORDAN provou que, para quanticas de duas vari aveis e
de qual quer grau existe somente um numero finito de invariantes
i ndependentes (isto €, uma base finita de invariantes). Sua
prova consistia em criar um nmétodo para, em qual quer caso,
cal cul ar os invariantes independentes. Foram usadas as técnicas
de ARONHOLD e CLEBSCH de representacao sinbdélica dos invariantes.

Depois que GORDAN provou seu teoremn, foram publicados
di versos textos sobre a teoria dos invariantes. Em 1872, surgiu
um texto de CLEBScCH sobre a teoria das quanticas em duas

vari aveis (10). Na i ntroducédo, declara ser seu desejo apresentar
as técnicas desenvol vidas desde a publicacdo do texto de SALMN e
di vul gar a prova da finitude de GorRDAN, a qual propiciou um nova
classe de investigacdes mais profundas e mais inportantes. O
livro restringe-se a discussdao do caso no qual h& apenas duas
vari dveis, pois a teoriade mais variaveis ainda ndo fora bem
desenvol vi da.

Em seqiéncia a sua prova de finitude de 1868, GORDAN
tentou domnar o problema para quanticas de mis de duas
vari dveis. Era capaz de nostrar a finitude para diversos casos
especiais e, na tentativa de resolver o problem geral da
finitude, desenvolveu nuitas técnicas especificas. Em 1885 e

1887, apareceu um livro baseado no trabal ho de &RDAN (11). Na
I ntroducdo ao prineiro volume, o editor afirma que o texto se
baseia no trabalho de CLEBSCH. Seu principal interesse é o
problema da finitude. O editor pretende que a teoria dos
i nvari antes entdo “conduza a expressdo das leis formais puras da

algebra” (12). No segundo volume, o leitor é advertido da
di ficuldade da matematica. O tema por ser tratado sao as
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quanticas em duas vari aveis. O terceiro vol une, j amai s
publ i cado, destinar-se-ia a tratar o caso de trés vari aveis. Por
suas contribui ¢cdes e sua dedi cacdo, RDAN era conhecido comp o
Rei dos Invariantes.

Durante o0s anos seguintes a prova de RDAN, cresceu o
ndamero de matemati cos que passou a interessar-se pela teoria dos
I nvari antes. CAYLEY, SYLVESTER e outros na Inglaterra trabal haram
em quest 6es da teoria, prestando atencdo particular ao calculo
de invariantes em casos especiais. Usavam suas proprias
ferramentas e ndo dependi am das técnicas altanmente desenvol vi das

que eram populares no continente europeu (13). Na Al enanha,
GORDAN e outros | aboravam no problema sugerido pelo teorema de
GorRDAN, isto é, em estabelecer a finitude para invariantes de
guanticas de mais de duas vari aveis. Finalnente, em 1888, depois
de uma visita a GrRDAN, DaviD HILBERT, na idade de vinte e seis
anos, usando idéias de outra parte da &lgebra, provou a
exi sténcia de um sistema finito de invariantes i ndependentes,
para quanticas de qualquer nOnmero de varidaveis. HLBERT néo
exi biu um procedi nrento para encontrar os sistemas. Ele npstrou
abstratanente sua existéncia. Conta-se que, ao ver a prova de
Hi LBERT, GORDAN teria dito: “lsso ndo é matematica, € teologia.”
(14)

Un mat emati co anmericano, H S. WATE, encarando os fatos
de uma perspectiva de 1899, refere que GORDAN trabal hou em casos
especi ais, apdés a prova de seu teoremn, em 1868. WH TE narra que,
até 1887, os nmétodos de GORDAN pareci am ser 0s Unicos aplicaveis
ao problem e que “a extensdo do teorema de GORDAN a formas
[quanticas] em nais de duas variaveis nao fora obtida nos vinte
anos durante os quais fora ansiosanente esperada conbp unmm
possi bilidade imnente”. Em 1888, “foi uma surpresa agradavel
saber que as provas el aboradas do teorema de @GRDAN, até entao
correntes, poderiam ser substituidas por uma prova que apenas
ocupava quatro paginas in-quarto. ... Certanmente, ninguém estava
preparado para o anuncio, feito em dezenbro de 1888, de que o
teorema poderia ser provado, por um metodo uniforme, para formas
[ quanti cas] em qual quer numero de variaveis. Nao surpreende que
al guns eruditos tenham abanado negativanente as cabegas, com
davi da acerca das general i zagcdes i npet uosas do j ovem
entusiastico Dr. HLBERT de Konigsberg. Finalnmente, o0s mais
i ncrédulos foram obrigados a concordar em que ele tinha
exenplificado a maxima: Ceneralize seu problema e resolva-o0."
(15) [VII]

De 1888 a 1893, HLBERT fez diversas outras contri bui cdes
a teoria dos invariantes. Em um artigo de 1893, delineando suas
contribui ¢cdes a teoria, HLBERT apontou que existemtrés fases no

desenvol vi mento de unma teoria matematica (16). Sdo a i ngénua, a
formal e a critica. Para HLBERT, aqueles que, anteriornente,
deram contribui¢cbes a teoria dos invariantes pertenciam as duas
prineiras fases de desenvol vinmento, enquanto apenas ele
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pertencia a ultim. No nesno ano, em um ensaio no qual resolvia
uma variacdo do problema da finitude, HLBERT term nou o trabal ho
com a sentenca; “Com isso, creio, foram atingidas as netas
gerais mais inportantes da teoria dos canpos de funcionais de

invariantes (17). Por essa época, HLBERT escreveu a seu anmi go
HERVANN M NKOWSKI, revel ando que j& ndo trabalharia na teoria dos

i nvariantes; ja havia comecado a estudar outras coisas (18)
Tant o privada quant o publ i canment e, Hi LBERT exprima 0
desl ocanment o de seu i nt eresse. Anteri ornmente a esses
pronunci ament os de HILBERT, ninguém exprinra, publicanente, a
opi ni 80 de que a teoria dos invariantes houvesse atingido a fase
final de seu desenvolvinento nem que suas netas inportantes
houvessem si do al cancadas.

Al ém disso, a época em que HULBERT fizera essas
decl aracfes, parece que ninguém tomara conhecinento delas. O
Uni co comentari o que pude encontrar fora feito por MYER, em una
resenha do prinmeiro ensaio de HLBERT, de 1893. HLBERT col ocara
CAYLEY e SYLVESTER na fase ingénua da teoria, Q@EBSCH e GRDAN ha
fase formal e sonmente ele proprio na fase critica. Em um
| i nguagem conmedi da, MEYER respondeu, que “0 revisor nao se afasta
excessi vanente do autor altanente dotado, se se entender que unma
parte consi deravel dos métodos desenvol vidos por GRDAN, CAPELLI,
STwDYy, STROH, DERUYTS e outros se estendem para além da fase
formal” (19).

I11. Escalada até o presente

Procedenns agora a subida até o presente, desde a fase
final das contribui ¢des de  HiLBERT. Para a mioria dos
mat emat i cos referidos nesta secdo, o esboco histérico oferecido
em Il constitui parte de sua descricdo do desenvolvinento da
teoria dos invariantes. Para eles, a historia da teoria até o
teoreman de HLBERT, avaliacbes a parte, é um temn fixado e bem
conheci do. Exam narenps aqui conp tais matemati cos construiram
sobre esse tema e conp podem ser vistos contrariar ou reforcar

as pretensfes inplicitas nas ativi dades de HiLBERT.

Retrocedanns um passo, por um nonmento, e ol henbs o que,
em 1886, era considerado matematica noderna. Falando a Real
Academ a |Irlandesa, disse um nmatematico: “Parece que agora a
teoria dos invariantes e o0s outros produtos da idéia nmatematica
noderna sdo unma parte tao necessaria do conheci nento nmatematico
quanto os céalculos diferencial e integral.”® Mis adiante,
tomado de entusiasnp, quase identificou a matemati ca noderna com
0os invariantes. O interesse na teoria dos invariantes tanbém se
reflete na quantidade de artigos que foram classificados sob a
rubrica, “Theorie der Fornmen”(formas e quanticas), no periddico
de resunps, Jahrbuch Uber die Fortschritte der Mathemati k [anais
do progresso da matenmdtical], de 1887 a 1900 [M''l:



1887 45 1892 47 1898 31

1888 68 1893-1894 50 1899 34
1889 46 1895 25 1900 34
1890 42 1896 30
1891 40 1897 35

A proxim pessoa a falar acerca do progresso da teoria
foi o j& referido comentador anmericano. Em um artigo de 1899
resenhou os eventos que conduziram a prova de HLBERT e ol hou
para o futuro. Além do problema da finitude, WATE referiu dois
outros problemas que haviam sido resolvidos na ultim década.
Continuou ele: *“E nesses trés [problemas], certanente foi
necessaria um quantidade inmensa de |abor para se don nar
conpl etamente o territoério ocupado.”® WHTE ndo rejeitou os
t eoremas de HILBERT; ele os acol heu e os tomou para indicar o que
mai s poderia ser feito na disciplina vertente. Ha |ic¢des por

apr ender de  HiLBERT. Um  das provas de HI LBERT  “serve
adm ravel nente para ilustrar a afirmativa de que € chegada a
hora de a teoria dos invariantes aderir firmenente aos nmis
noder nos desenvol vinmentos da algebra.” Conp indicagcdo do que

entdo poderia ser feito, WHTE apontou o uso dos teoremms de
H LBERT conp auxilio para efetuar os calculos que se npstraram
tdo dificeis aos pioneiros do canpo.

Os proponentes da teoria dos invariantes pareciam ol har
para a frente e, com a virada do século, faces distintas
conecaram a aparecer nas suas fileiras. A leitura atenta das

resenhas na Fortschritte indica um deslocamento |inglistico. O
nunmero de artigos por alendBes conmeca a decrescer e 0o nunmero de
artigos por i ngleses e anericanos <cresce |evenente. Na

I ngl aterra, sé&o publicados diversos textos sobre os invariantes
€, Nnos anos segui ntes, apareceram nos periodicos nuitos artigos
sobre esse tema. O em nente matemati co anericano, L. E. D CKSON,
escreve vinte e oito ensaios e dois livros, entre 1907 e 1915
(22 Seu trabal ho ndo desperta a atencdo de europeus. Nos anos
posteriores a virada do século, o censo de artigos resenhados na
Fortschritte descreve uma trajetoria irregular ',

1901 31 1907 26 1913 30
1902 29 1908 33 1914-1915 74
1903 36 1909 27 1916- 1918 30
1904 45 1910 28 1919-1920 19
1905 32 1911 32 1921-1922 20
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1906 37 1912 26 1923 19

A partir desse ponto, conecaram a ocorrer diversas
mudangcas na teoria dos invariantes. Essas nudancas sao
correlatas a forma sob a qual a teoria é ordenada e a histéria
das pessoas que operam essas nudancas na teori a.

A teoria dos invariantes e a ascensao da “al gebra noderna”

Por volta de 1910, Emw NOETHER tornou-se discipula de
GORDAN. A dissertacdo escrita sob a tutela de CGorDaN foi el aborada
em um estilo nmuito préxinmo do espirito em que ele conmpbds seus
trabal hos anteriores. O resultado por ela obtido foi umm
extensdo, ao caso de n variaveis, de um teorema de GRDAN sobre
i nvari antes de duas e trés variaveis. Ela concluiu sua tese com
uma tabela de 331 formas escritas na notacdo sinbolica ?,

Em 1911, um ano apO0s GORDAN aposentar-se, veio para
Erl angen um outro tedrico dos invariantes. |niciou EMw NOETHER ao
teorema da finitude de HLBERT e, pelos proxinos poucos anos, ela
usou esse teorema. De 1911 a 1919, EMw NOETHER produziu uma Série
de artigos que instituiam a finitude nos casos que nao haviam
sido considerados por HieBert ¥, Em 1916, a pedido de HLBERT,
EMw NoETHER foi a Gottingen. HLBERT trabal hava nos aspectos
mat emati cos da teoria geral da relatividade. Por enveredar por
probl emas que exigiam conhecinmento da teoria dos invariantes
convidou EMw NOETHER a assessora-|o. Durante seus quatro
primeiros anos em GOttingen, NOETHER publicou diversos ensaios
sobre a teoria da Relatividade. Apés 1920, ela escreveu apenas
um artigo sobre invariantes.

O trabal ho que Bww NOETHER el aborou nos anos posteriores
a 1920 tornou-se parte, hoje em dia, do curso regular de
graduacdo em matematica. E o ranp da matemdtica a que Seu nome
estd inmedia-tanente associado, sendo hoje considerado uma das
pedras angulares da “algebra noderna”. Sob a influéncia de
HI LBERT, ela procurou um sistemn de axiomas abstratos dos quais
obtivesse os fatos da algebra. Seu resultado mais bem conheci do
€ uma teoria axiomatica dos anéis. No interior dessa teoria, ela
generalizou o teorema da finitude de HLBERT, de tal nopdo que ele
ndo apresenta conexdo alguma com invariantes M. O teorema de
HI LBERT tornou-se um resultado ndo nuito dificil, vazado na
| i nguagem da “&l gebra moderna” 'M''. A obra de MNETHER pode ser
encarado, nao tao proprianmente cono uma nudanca na teoria dos
I nvariantes, mms conop a transposicdo para outro rano da
matematica de um resultado que, anteriornmente, se pensou
pertencer a teoria dos invariantes.
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A teoria dos invariantes sob novas roupas

Em 1923, um teodrico dos invariantes, R W TZENBOCK,
redigiu um texto, caracterizando-o conop unma apresentacao da
teoria dos invariantes de um ponto de vista noderno ¥, Ao
i nvés de considerar invariantes de quanticas, conp fora feito
antes, ele agora falava de invariantes de vetores e de tensores,
0S objetos da teoria da relatividade. WEI TENZBOCK  ndo  se
preocupava com a geonetria e a analise da teoria da
relatividade. Ela desejava apresentar a teoria dos invariantes
sob uma forma puranente al gébrica e discutir os invariantes que
surgi am dos diversos grupos de transformagbes. O texto de 1923
mudou radi cal mente a aparéncia da teoria dos invariantes. J& nao
ocorrem |istas de guanti cas i ndi vi duai s em evidéncia
superabundante. No lugar delas figura a notacdo sinbdlica
“noderna” de vetores e tensores.

No nmesno ano, foi produzido um outro |livro sobre a
teoria dos invariantes (®. E. Stuby, que ha nuito tenpo
enbarcara nos invariantes (seu prineiro livro sobre esse tenm

fora publicado em 1887 (®® ) tanmbém desejava instituir unm
fundacdo nova e nobderna para a teoria dos invariantes. Um pouco
di ferentemente de VH¥ITZENBOCK, STUDY Se preocupava em preservar a
producdo do passado. Na introducdo a seu livro, Sruby aproveita
para criticar certas tendéncias npdernas na nmatematica e para
apontar o que ele considera serem os erros daquel es que estavam
descurando a teoria dos invariantes ™"l Stupy usa métodos
vetoriais em sua apresentacdo mas esclarece que pretende
restaurar as idéias de ARONHOLD e QLEBSCH sobre as quais a teoria
fora originalnmente construida. STuDy percebe o0s autores
cont enpor aneos de analise vetorial conp ignorantes das idéias da
teoria dos invariantes. A fim de corrigir essa situacao, ele
pretende trazer o0s invariantes para o0 centro da atencdo e
construir sobre eles. Seu juizo é de que o0s avancos da
mat emati ca se apoéi am nas idéias do passado e que as pérolas da
di sci plina apenas ener gem medi ant e | abor paci ent e e
reconheci nento dos resul tados previ anente inportantes.

STy explica o fato, cono ele o vé de que haja pouco
i nteresse pela teoria dos invariantes, atribuindo a nova geracéo
um enf atuamento com os métodos abstratos e a falta de referéncia
a problemas especificos. Ele pensa que a teoria dos invariantes
esteja um pouco interdita por suas técnicas haverem sido
apresent adas obscuranmente; mas considera desencanm nhada a nova
ger acao, gue acredita possa a nmatemAtica prosseguir sem
conputacao. Segundo ele, 1isso conduz essa nova geracdo a
desdenhar os invariantes. Para STtuby, a matemati ca deve consistir
em uma conbi nacdo de calculo e de generalizacédo; € inpossivel
praticar a matematica no interior do reino da generalizacdo; néo
se encontra um atal ho entre a generalidade anorfa e a plenitude
dos fatos individuais; sdo necesséarias fornmulas, pois elas
espel ham a estrutura da matemati ca. Al ém di sso, Sruby exorta o0s
mat emati cos a se precaverem do anuncio de que alguém tenha
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encontrado os principais fatos de um teoria. Ele acredita ser
obrigacdo de cada um apontar quanto nais se pode efetuar.

Nos anos posteriores aos conmentari os de Stupy, declinou o
nuamero de contribuic¢cbes a teoria dos invariantes, de acordo com
as resenhas na Fortschritte XV,

1924 21 1930 18 1936 16
1925 25 1031 9 1937 13
1926 17 1932 9 1938 7
1927 26 1933 9 1939 5
1928 28 1934 15 1940 5
1929 19 1935 5 1941 4

Somente em 1939 al guém voltou a falar da teoria. Entre
as cinco contribuicbes resenhadas em 1940 estava um |livro por
HERVANN WEYL, que aparecera um ano antes. O livro, escrito por um
dos mais fanpsos matematicos vivos naquela época, circulou
anpl anente no ambito do nundo nmatemati co. Foi aclamado conb um
cldssico entre os ensaios matenmaticos e encontrou o seu |ugar
nas bibliotecas de nuitos matematicos. Na introducdo ao livro,
WEYL anuncia suas duas netas. A prineira é apresentar alguns
resul tados de sua teoria da representacdo de grupos ™. No
contexto do prineiro, seu segundo designio é fornecer unmm
introducdo nmoderna a teoria dos invariantes. Nao pode ser
post er gado o] rej uvenesci nent o da teoria cl assica dos
I nvari antes, que evol veu par a um est ado de quase
petrificacdo.”® WyL continua, afirmando desejar preservar
muito do passado. Em seu esbo¢co do passado, VEyL distingue dois
dos trés periodos que HLBERT citara h&d quarenta e seis anos. O
periodo formal do desenvolvinmento da teoria dos invariantes
abrange ARONHOLD, CLEBSCH e GORDAN, que el aboraram processos
formais, a fim de calcularem invariantes especificos do grupo

|l i near geral, enquanto o Unico ocupante do periodo critico é
H LBERT, que “resolve os principais problems, aniquilando assim
todo o temn”. A teoria dos invariantes nao norre - “sua vida

persi ste, ainda que trémula, durante as proxi mas décadas” (¥,

Para WEyL, houve duas contribuic¢cdes inportantes dadas
apos a obra de HLBERT. Um nmatematico alenmdo, em 1897, wusou
processos ndo algébricos para gerar invariantes para 0 grupo
ortogonal e para provar um teorem de finitude para esses
invariantes. E, na Inglaterra, trabalhando sé e ignorado, um
mat emat i co aplicou seu trabal ho sobre grupos sinétricos a teoria
dos invariantes. WyL pode, agora, apresentar a teoria dos
I nvari ante sob uma forma noderna, porque seu proprio trabalho e
a obra de outros sobre a representacdo de grupos conduziram ao
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estado no qual sé&ao disponiveis técnicas que permtem considerar
os invariantes sob uma nova forma VI,

Um revisor do livro de VEyL observa a om ssédo da teoria
dos invariantes e continua, “... é uma realizacdo inportante e
original efetuada aqui pelo Prof. Weyl, ao vincular a teoria dos
i nvari antes com a corrente principal da &l gebra e ao nostrar que
a disciplina temtanto um futuro quanto um passado notavel” 9,
E, ap6s uma década da publicacdo do livro, WL renmenorou a
evol ucdo da matematica durante a prineira metade do século XX
Em sua revisdo, WYL enxerga a teoria dos invariantes conm um
ranp da teoria da representacdo de grupos V.

A teoria dos invariantes hoje emdia

A despeito da predicdo otim sta do revisor, um exame dos
resunos matemati cos durante o quarto de século consecutivo a

publicacdo do livro de WL revelara que, anualnmente, apenas
al guns apareceram sob a rubrica de teoria dos invariantes e que,
por nmuitos anos, a rubrica ndo foi |istada (32,

Para nmuitos matematicos, a teoria dos invariantes é umm
disciplina norta. Em entrevistas e conversas, atribuem o
desaparecimento da teoria dos invariantes a notivos tais quais
HI LBERT haver resolvido os seus principais problems, o canpo se
haver tornado excessivanente repetitivo ou os problemas da
teoria dos invariantes se terem tornado desinteressantes por
| idarem com exenplos especificos e ndo com propriedades
estruturais gerais (*. Para esses mtematicos, a teoria dos
invariantes ¢é uma disciplina renpota, associada ao anos
anteriores a Primeira Guerra Mundi al . Enbor a adm tam
espontaneanente a inportancia do conceito de invariancia em
mat emat i ca, sentem que os problemas discutidos pela teoria dos
i nvariantes sdo nuito especificos para despertarem presentenente
muito interesse.

Os sentinmentos contenporaneos para com a teoria dos
i nvariantes sdo bem il ustrados na experi éncia de um jovem Ph. D.
que desejou efetuar alguns calculos envolvendo quanticas ©%.
Nao teve dificuldades em verificar que essas formas eram o
princi pal apoio do que outrora fora a teoria dos invariantes.
Porém ao indagar a seus professores onde poderia obter
i nformacdo acerca dessas quanticas, ndo obtinha resposta atil.
Os al gebristas que consultara ol havam no horripilados, comp se
qui sessem di zer que houvesse al guma coisa errada em querer saber
acerca da teoria dos invariantes. As respostas obtidas indi cavam
que, para os algebristas contenporéaneos, a teoria dos
I nvariantes era o paradigna de teorias vetustas, nortas e

conput aci onai s PV,

Enmbora o jovem doutor ndo o houvesse descoberto, ha duas
classes de matenmaticos que sustentam estarem trabal hando em
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probl emas que el es reputam ori gi nados da teoria dos invariantes.
Em uma entrevista conduzida em 1965, um matemati cos de unma das
cl asses expbs sua visdo da conexdao entre o0s problemas que o
ocupavam e o0 que supunha tenha sido a teoria dos invariantes
(3% O hando o passado, ele afirmu que a teoria antiga era
mani pul ativa e envolvia uma conmputacdo horrenda. HLBERT pds fim
a tudo 1isso, enbora algunmas pessoas continuassem a fazer
cal cul os. U teriornente, f oi esqueci do esse nodo de
I nvesti gacdo; esses matematicos trabal havam sem pensar; néo
havia matemati ca em seu trabal ho. Ao resumir o desenvol vi nento
da disciplina desde HLBERT, esse nmatematico cita o livro de
WEI TZENBOCK conp fonte de conputacdo especifica que o matematico
usa em seu proprio trabalho mas que nédo publica. Considera o
livro de WYL conp a exposicdo candnica da teoria classica dos
invariantes: é um livro encantador porém dificil de ser |lido,
por causa do estilo inpreciso do autor (isto é, o material €
apresentado coloquialnmente e ndo no estilo usual em artigos de
pesqui sa, com enunci ados e provas de teorenmms); poucas pessoas
sofreram a i nfluéncia da exposi ¢cdo da teoria dos invariantes por
WYL mas o livro é conhecido sobretudo por seus resultados na
teoria da representacdo de grupos.

Ap6s dezoito anos do livro de WYL, revivesceu O
interesse pelo tema. Parafraseando nosso matematico: quando
conecaram a estudar grupos al gébricos, verificaram que poderiam
mani pul ar al guns dos pr obl emas anti gos; 0s precur sores
si npl esnente ndo enunciaram corretanente o0s probl enas; no
context o adequado, esses problems poderiam ser generalizados;
presentenente, o problem se revestiu cono um espago quoci ente
de variedades UMl j& ninguém efetua calculos; o tema &
inserido no contexto da geonetria algébrica e ndo é chanado
teoria dos invariantes nmas por seu nonme técnico, o problema do
espaco quociente para grupos algébricos ou para grupos de
transformacédo; existe apenas cerca de neia duzia de pessoas
t rabal hando nesse probl ema.

O matemati co disse que a principal meta da investigacédo
cont enpor anea era resolver o problema do espagco quociente mas
que, associada a isso, havia a generalizacdo do teorema da
finitude de HLBERT. Respondendo a uma pergunta, o nmatenmatico
ligou as teécnicas de seu trabalho ao mtematicos franceses
cont enpor @&neos que ndo se interessavam absol utanmente pela teoria
dos invari antes.

A segunda cl asse de pessoas que tomam al gumas das i déi as
da teoria dos invariantes trabalha em um ranmp fronteirigco da

mat emat i ca. | ndustri ados com mat emét i cos, fisicos ou
engenhei ros, concentranmse na necanica do continuo - isto é, o
conportanento necéanico de fluidos e de sélidos sob condic¢des
diversas de tenséo. Sdo enpregados em departanentos de

mat emati ca, de matematica aplicada, de necanica e de engenhari a
e publicam ensaios tanto em suas proéprias revistas especificas
gquanto nos peri6dicos dos ranmps reconhecidos da fisica e da
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mat ematica. A classe é representada por neia duzia de expoentes
(37)

Seu uso da teoria dos invariantes é informalnente
caracterizado por um de seus em nentes nenbros: “lniciada com o
redescobri mento descui dado, em 1945, de um caso especial de um
teorema denonstrado por WEITZENBOCK, a teoria dos invariantes
revivesceu no contexto da noderna necéanica do continuum Nos
altimps anos, publicaramse, pelo nenos, vinte artigos a
respeito dela, sobretudo no Archive for Rational Mechanics and
Anal ysis. Tem sido conferida énfase a exibicdo de sistemas de
I nvari ant es. Usou-se nuito pouco da antiga teoria dos
i nvari antes. Os autores que trabal ham nesse ranp notaram que o0s
mét odos antigos eram inadequadanente el aborados para os
obj etivos desejados, de sorte que comecaram de novo.” *®

As pessoas que trabal ham na necénica do continuo ndo se
i nteressam preci puanente por resul t ados da teoria dos

i nvari antes. Recorrem a teoria apenas enquanto lhes é datil no
tratamento de relacgbBes inportantes a mecanica do continuo. Jé
que os problemas com os quais |idam exigem conheci mnento das

propri edades explicitas de sistemas de invariantes, algunmas
dessas pessoas aprenderam as técnicas da teoria cléassica dos
I nvariantes. Leram tanto WyL quanto Wi TzZENBOCK e, eventual nente,
vol taram ao trabal ho dos tedricos dos invariantes do século XX
e do inicio do século XX. De nodo geral, a tendéncia é evitar,
senpre que for possivel, as técnicas da teoria dos invariantes.
“ a notacdo especializada da teoria cléssica dos invariantes
torna desej dvel que os resultados sejam obtidos de tal nodo que
a torne acessivel a um nunmero significativo de praticantes da
mat emati ca aplicada.”®® Contudo, os ensaios de alguns desses
mecani cos trazem uma senel hangca notavel com os dos teodricos
cl &ssicos dos invariantes, por <conterem nuitas paginas que
exi bem bases de invariantes de quéanticas especificas (ou, nesse
caso, de tensores) XX

Em virtude de a necanica do continuo |lidar com probl emas
gue a mioria dos matematicos considera pertencentes ou a
engenharia ou a fisica cléassica, o trabal ho que descrevenpns nao
€ bem conhecido. Enbora reivindicam agressivanente que sua
especi al i dade seja considerada com nmi or seriedade cono um rano
fecundo da nmatemAtica pura, até agora esses necanicos nem
atrairam a atencdo de outros nmatemati cos nem obtiveram enprego
em nuitos departamentos de natematica; tanpouco aunentaram
significativanente o seu nunero. Conseglentenente, essas partes
da teoria dos invariantes por eles redescobertas e usadas nao
sdo pecebi das pelo resto da conuni dade mat emati ca

|'V. Diversas historias

A histéria da teoria dos invariantes resum da na secédo

Il e preservada no Report de MYER é aceita unifornmenmente por
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mat emat i cos que, de al gum  nodo, se interessam pelo
desenvol vimento do ranmpb. A histéria da teoria dos invariantes,
desde o descobrinmento dos invariantes por BOOLE até a portentosa
solugcdo do problema da finitude por HLBERT, constitui umm
disciplina fechada. Enbora estejam fixados o0s eventos que
conduzi ram a solucdo de HLBERT, 0S aconteci mentos posteriores ao
teorema da base finita estdo sujeitos a interpretacdo e a
val oracdo distintas. No relato até agora apresentado, podenps
encontrar as senentes de cinco histérias do desenvolvinento
posterior da teoria dos invariantes, consoante as distintas
cl asses de matemati cos.

1) Para iniciar, considerenos a historia “pura” da
teoria vista por um especialista. Os teodricos dos invariantes
tracam una reta, passando por CAYLEY, GORDAN e H LBERT, que vai de
Boo.E até o trabalho que estdo conduzindo. Percebem a teoria
crescendo, as vezes por saltos, as vezes mais |lentamente. Com
cada nova contribuicdo, a teoria se anplia, esperando que mais
seja feito. A solucdo de cada problema constitui a matéria do
proxi no. Qutras teorias podemtrazer contribui¢cbes inmportantes a
teoria dos invariantes mas essas constribuic¢des, ao invés de
reduzirem a teoria, a fazem crescer. A teoria dos invariantes é
concebida conmp unma atividade matematica bem instituida, com
t écni cas altamente refinadas, que pode ser anplificada em nuitos
| ugares distintos. Para eles, além disso, o0s invariantes estéo
pr of undanment e engastados no progresso da matenmatica. A teoria
assimla novas idéias e oferece a conuni dade nmatematica i déias
I nteressantes em si nesms e que, sendo cultivadas, podem
apresentar um anpl o | eque de aplicacdes.

Uma apreciacdo ecl ética por teoricos dos invariantes, a
exenplo do conentador i rlandés, colocaria a teoria dos
i nvariantes conmb o centro do interesse matematico; a exenplo do
coment ador anericano, veria o teorema da HLBERT conp fonte de
novas ferranentas por serem aplicadas a problemas em nentes da
teoria; e, a exenplo de STuDy, enxergaria a teoria dos
i nvariantes envolvida na |inguagem da analise vetorial,
conduzi ndo suas técnicas bem conprovadas a uma conpreensao mais
profunda da algebra e de suas conexdes com a geonetria. Essa,
certamente, é unma descricdo idealizada ms ela representa os
tedricos dos invariantes ao ol harem de sua posic¢cdo para o resto
da matematica, encarando outras atividades cono contribuintes a
teoria dos invariantes e essa teoria conservando-se cono uma
enti dade em si nmesma. Essa perspectiva virtual mente desapareceu
apés 1930.

2) Por volta de 1925 em diante, Bw NOETHER foi vista
conp um dos herois da al gebra abstrata. Foi colocada na |inhagem
de DEeDEKIND, KRONECKER (ambos gigantes do século Xl X) e H LBERT.
Junt amente com doi s contenporaneos (ARTIN e VAN DER WAERDEN) , NOETHER
€ considerada uma fundadora do que é apresentado conop &l gebra
noderna a todo estudante de graduacdo em matematica [XXI]. A
versdo por NoETHER do teorema da finitude de HLBERT, situada no
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contexto da teoria dos anéis por ela construida, € considerada
um dos resultados béasicos da teoria. Enmbora tanto o seu trabal ho
quanto o de HLBERT surgissem em conexao com a teoria dos
I nvari antes, nado foram consi derados, pelo al gebristas “nodernos”
conp engastados naquela teoria. E necessario sernos cui dadosos
nesse ponto, pois os resultados de HLBERT foram caracterizados
pel os tedéricos dos invariantes de 1895 comp aplicacbes dos
resultados da teoria dos nmddulos de KRONECKER a teoria dos
i nvariantes. Isto é, o0s contenporaneos dos teoremas de HiLBERT
consi deram que ele trouxe resultados de outro canpo da &l gebra
para a teoria dos invariantes (isto é, HLBERT pingou técnicas e
i ncorporou-as ao redil dos invariantes). Exatanmente oposto € o
ponto de vista dos algebristas “nodernos” que assimlaram a
tradi cdo decorrente de HLBERT. Enxergam a HLBERT, na estirpe de
KRONECKER € DEDEKIND, aj udando a expor uma nova vi sdao da al gebra.

Em uma resenha, de 1933, da obra al gébrica de HLBERT, B

L. VAN DER WAERDEN escreve: “Dos trabal hos al gébricos de HLBERT, o0s
artigos de 1888 e 1893 (nos quais, respectivamente, resolve o
problema da finitude e declara alcancada a neta da teoria dos
I nvari antes) tiveram uma i nfluénci a irresistivel nente
transformadora no pensanmento al gébrico. Enbora esses ensaios
constituam a conclusdo das investigacBes de HILBERT acerca da
teoria dos invariantes, no que diz respeito ao nétodo e a
rel evancia, eles se estendem nmuito além do reino da teoria dos
i nvari antes. (Seu ponto de partida estd na obra de DEDEKIND e de
KRONECKER. ) Quando, nesses ensai 0s, HLBERT considera o canpo dos
I nvari antes cono casos especiais do canpo das funcdes, ele se
coloca no nonmento decisivo de um desenvolvinento histoérico:
antes dele, o0s algebristas interessavam se, sobretudo, pela
possi bil i dade de se exibirem explicitanmente todos os invariantes
de um forma fundanental (uma quéantica); depois dele, os
al gebri stas exam naram nmai s as propri edades gerais aritméticas e
al gébricas dos sistemas de funcdes racionais e algébricas. Fora
desse circul o de pensanento, desenvol veram se as teorias gerais
de <corpos, anéis e nbdulos abstratos (isto é, a algebra
“moderna’ ). ” (4

Assim antes que transcorressem trés anos da i nauguracao
da &l gebra “noderna” (isto é, da publicacdo da Moderne Al gebra),
H LBERT é entronado firnmenmente conmob um de seus progenitores.
Qutrossim em virtude dos ensaios e das prel ecdes sobre a teoria
axi omati ca de anéis dadas em Gottingen, Bwwvw NOETHER se encontra
entre os herdis dessa disciplina. Um expositor da nova al gebra
na América delineia a sua histéria: “Historicanmente, diversas
i déi as fundanentais podem ser rastreadas até a obra de Dedekind,
a de Kronecker e a de Lasker, porém as contribui¢cdes principais
a teoria foram feitas, nos dez ultinms anos, por E. Noether,
Krul |, van der \Waerden e outros.”(*

Por outro |lado, a teoria dos invariantes de que HLBERT e
NCETHER (e, na juventude, VAN DER WAERDEN) sSe ocuparam nao €
consi derada parte da al gebra “noderna” nem é vista cono fonte da
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al gebra “noderna” pelos cronistas nenos informdos que VAN DER
WAERDEN. Em seu texto, VAN DER WAERDEN ndo |ida com a teoria dos
i nvariantes , por ser muito periférica. Os prineiros expositores
da &l gebra “noderna” nao |he fazem a ninim referéncia em seus
esbocos do desenvol vi mento da di sci plina.

Al ém di sso, na resenha por VAN DER WAERDEN podenps det ect ar
uma razao da queda de interesse pela teoria dos invariantes
para os algebristas nodernos, HLBERT nodificou a orientagao
sobre quai s pr obl emas sao consi der ados mat emat i canent e
i nteressantes; antes dele, a teoria dos invariantes tratava de
encontrar invariantes especificos; depois dele, o0s nmatenaticos
voltaram se para problemas mais gerais; procuram agora, as
propri edades al gébricas dos sistemas; essa nudanca conduziu a
obsol escéncia da teoria dos invariantes e ao desenvol vinento da
al gebra “noderna”; a teoria dos invariantes, praticada no
espirito de GorDAN, |idava com probl emas restritos de um nodo que
ndo conduzia a solucdo; HLBERT erradicou anos de conputacéo
i nmproficua pela aplicacao de técnicas abstratas e, através
di sso, lancou os fundamentos da al gebra noder na.

3) WEYL seguiu o curso da historia da teoria até HLBERT e
aos sucessores desse que consideraram o problema da finitude na
perspectiva de grupos e de técnicas que, posteriornmente, poderam
ser associadas a teoria da representacdo de grupos. Enmbora WL
houvesse incorporado a seu livro nuitas técnicas pré-
hil bertianas da teoria dos invariantes, o0s autores inportantes
que col hem em VYL parecem extirpar inteiranente esse materi al
Estdo interessados apenas no que ele tem a dizer acerca da
representacdo de grupos. Assim cono disse WyL, a teoria dos
i nvari antes foi subordinada a teoria da representacao de grupos.
Para seus sucessores, contudo, os invariantes foram tragados
pela teoria da representacao de grupos.

4) A primeira classe da geracdo contenporanea de
I nvesti gadores consiste apenas em herdeiros da teoria dos
i nvari ant es. Pi ncar am 0s pr obl emas de i nvari ant es e
I ncorporaramnos ao recanto de uma vasta teoria noderna. Sua
hi st 6éria constrdéi-se sobre a de VWyL. Para eles, VYL representa
a exposicao ultinma e classica da teoria dos invariantes. Com
WEYL acabou efetivamente essa tradicdo. As investigacdes em
curso provém dos resultados da matematica francesa noderna e,
por causa da conexdao del as com uns poucos probl emas periféricos,
sO um punhado de matemati cos se interessa por elas. O nonme desse
ramo de problemas ndo é teoria dos invariantes, pois apenas
casual mente foi notivada por ela e, por casualidade, inclui
probl emas dessa teoria.

5) A segunda classe da geracdo contenporanea, a qua
trabalha nas finbrias da conunidade matenmatica, ndo parece
participar da i mgem da norte da teoria dos invariantes divisada
pel os al gebristas nodernos. Trabal ham em probl emas sinm | ares, em
espirito, aos de GORDAN. Para eles, a teoria dos invariantes € um
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ramo respeitavel da matematica e, ainda que faca uso de técnicas
conpl i cadas, sendo nodificada para aplicacbes, pode ser usada
para resolver os problemas da mecéanica do continuo. Sentem que
0os matemati cos devam prestar mmior atencdo ao seu trabal ho, por
ser parte da mtematica. Quanto a nmecanica se tornar nmais
interessante para o0s natematicos, também presum vel nente se
tornardo mais interessantes as novas aplicacbes da teoria dos
I nvari ant es.

V. Concl usao

Na introducdo, sugeri que, se encardassenps a teoria dos
i nvari antes cono unma categoria social, poderianps explicar o seu
desapareci mrento nos ternos dos nmpdos segundo os quais diversos
grupos de matemati cos a contenplam cono parte da matematica. EmM
segui da, apresentei a narrativa da histéoria da teoria dos
i nvari antes que descreve unificadamente a disciplina até a
sol ugdo, por HILBERT, em 1888-1893, de um de seus problems
centrais. O que o0s matematicos viram acontecer apos 1893
dependeu da perspectiva na qual olharam a teoria. Na ultim
secdo, revinmps algumas historias da fase recente da teoria dos
i nvari antes. As expensas delas, pudenps construir uma descricéo
da norte da teoria dos invariantes, |enbrando-nos de que, cono
categoria social, seu destino esta determ nado pelo destino e
pel as acbes daquel es que a percebi am

Apoi ados nas quatro historias, podenps descrever o
desapareci nento da teoria dos invariantes nos ternos seguintes:

1) Conp uma tradicdo, a teoria dos invariantes norreu.
Os especialistas que se identificavam com a teoria nao foram
capazes de chamar a atencdo para ela e de aliciar matematicos
criativos, conpronetidos a trabal har nela. Por causa disso, a
historia “pura” da teoria dos invariantes, conb um canpo
prospectivo e aberto, desapareceu.

2) Qutros interessados na teoria, conp WEyL, tiveram
sucessores que nao pronoveram a parte de seu trabal ho dedi cada a
teoria dos invariantes.

3) Os algebristas nodernos, cujas teorias ocuparam unm
grande parte da matematica nmoderna, construiram a historia de
tal modo que a teoria dos invariantes fosse excluida. E
concebivel pensar a algebra noderna conp descendente da teoria
dos invariantes. Miitos de seus herdis foram tedricos dos
invariantes e partes da algebra noderna tém de alguma form,
conexdo com a teoria dos invariantes. Para os nodernos
al gebristas, todavia, a teoria dos invariantes foi apenas
periférica ao desenvolvinento do que constituiria a &algebra
noderna. El es enxergam sua tradi cdo, passando por HLBERT e BEww
NCETHER, de tal nodo inpregnada pela |inearidade de evolucao que
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essa tradicdo €& central para quaisquer contribuicdes que ela
recl ame X',

4) A geracdo contenporanea de i nvesti gadores é
pretendente dos problemas da teoria dos invariantes mas nao de
sua vestidura. Anbas as classes sdo pequenas quanto ao nunero de
seus integrantes. Os nenbros de uma das classes consideramse
especi alistas em geonetria al gébrica, da qual apenas um pequeno
recanto se ocupa dos problemas que estendem o0s quesitos da
teoria dos invariantes. Os nmenbros da outra classe apenas
procuram aplicar a teoria dos invariantes a nmecanica. Essas
pessoas, enbora reconhegcam uma divida para com a teoria dos
i nvari antes, ndo | he dao um i npul so visivel.

Assim a teoria dos invariantes parece norrer, porque
al guns de seus herdeiros estdo perdidos (2), alguns nédo a
fomentam (4), enquanto outros (3) reinvindicam parte desse
dom nio comp ram ficacdo do génio de sua especialidade. A razéo
de as ultims pretensdes nedrarem é a auséncia de teodricos dos
i nvari antes para inpugna-las. Portanto, a visao que preval eceu,
desde 1930, acerca da teoria dos invariantes foi a que se
di ssemi nou com o cresci nento da al gebra noder na.

Em diversos nonmentos da narrativa, o0s matematicos
notaram que a obra de HLBERT determinou o fim da teoria dos
i nvariantes em 1893. WL disse que HILBERT quase matou a
di sciplina. Os investigadores hodi ernos entendem que HLBERT p0s
fim ao antigo mdo de se estudar o tema. E os algebristas
nodernos véem a obra de HLBERT comp um nonmento decisivo na
evolucdo da algebra: a teoria dos invariantes foi abandonada
Vi nos, todavia, que a teoria dos invariantes ndo desapareceu em
1893. Seus especialistas a inpeliram por, pelo nenos, trinta
anos, clamando por seu interesse e por sua inportancia.

Essa di screpanci a é caracteristica da nat ureza
assi stemati ca das historias, elaboradas por cientistas, de suas
atividades. Ao criar para si um passado, a tradicdo agressiva da
al gebra noderna, que se desenvol veu nas décadas de 1920 e 1930,
omtiu a teoria dos invariantes. Atribuiu a HLBERT 0 papel de
encerrar o assunto e de lancar parte dos fundanentos da propria
al gebra noderna. Vinobs anteriornmente que as acdes de HLBERT em
1893 tiveram um status anbémal 0. Seus ensaios foram consi derados
contribui¢cdes inportantes a teoria dos invariantes. Suas
decl aracdes e a nudanca de seu interesse, se significaram al guma
coi sa, representaram os sentinmentos pessoais de HLBERT. Em 1893,
ndo foram consi deradas eventos pregnantes. Porém apo0s quarenta
anos, quando HLBERT € o mais fanmpbso matemati co vivo, elas foram
tomadas por sinais da norte da teoria dos invariantes. Isto é,
as acbes de HLBERT assunmem significado sinbdlico. Par a
mat emat i cos i npregnados na tradicdo da &lgebra noderna, elas
significam a norte da teoria dos invariantes e, mai s que iSso,
assumem o estatuto de explicacbes pelo falecinmento da teoria. “O
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gue aconteceu com a teoria dos invariantes ? Ora, HILBERT
resol veu seus problemas principais e matou a disciplina.”

Cabe-nos notar um ultino aspecto da evolucdo da teoria
dos invariantes 3% os papéis desenpenhados pela oposicao entre
as provas conputacionais e as provas puranente existenciais % o
estilo de praticar a mtematica voltado a busca de exenplos
especificos versus a procura de sistemas axi omaticos. A prova da
finitude de  GORDAN, em 1868, usou metodos para exibir
explicitamente os invariantes independentes. Esse tratanento do
problema geral era corrente, até que HLBERT aduziu uma sol ucéo
exi stencial. Os algebristas nodernos aclamam a obra de Hi LBERT
conp grande avanco. Eles nedem GORDAN e a teoria dos invariantes
segundo a escala da retoérica dos sistenas axiomaticos abstratos.
Para eles, os sistemas de axi omas, conp o0s de NOETHER, unificam e
esclarecem o0 que € essencialnmente mtematico nos objetos
exam nados. As netas sdo teoremas que classificam os diversos
obj etos ou teoremas que nostram poder ser feita uma certa coisa.
As classificacdes e as construcOes em ato tém inportanci a apenas
secundaria. A teoria classica dos invariantes com todos 0s seus
calculos é um tipo de nmatematica um pouco inferior,
mer eci damente  supl antado pel as teorias dos algebristas
noder nos, segundo a propria concepcdo desses ultinos. Certanente
gque ha pessoas que se col ocam em uma posi¢cao umtanto diferente.
Stuwby, por exenplo, defendia o uso de calculo especifico e
encontrou nas generalidades daqueles a quem criticava unmm
mat emati ca anorfa sem corpo. Para ele, a teoria dos invariantes
com todoas as suas nuitas equacdes revela a estrutura da
mat emati ca. Os necani cos do continuo, ainda que ndo se alinhem
com Stuby, ndo aceitam a opinido dos al gebristas nodernos; pois
aceitd-la significaria colocar seu trabalho em um nivel
mat ematico inferior, o que é exatanmente a caracterizacdo contra
a qual estéao pugnando.

Poder enos prosseguir, rmnultiplicando indefinidanente esse
di al ogo. Hoje em dia, a maior parte dos matematicos faz eco a
posi cdo dos al gebristas nodernos da década de 1920. Ha al guns,
porém que oferecem “esséncias” alternativas da mtematica. O
tema do calculo versus a abstracdo € recorrente nas disputas
mat emat i cas. Nenhum dos dois |ados vence e h& nuitas posicdes
i ntermedi arias. O que nos interessa ndo é a aparente verdade de
um dos dois lados mas € que, no caso do desaparecinento da
teoria dos invariantes, os pronotores de anbas as concepcoes
usam suas noc¢des do que proprianente € nmatemati ca para ordenar e
explicar os eventos.

Em resunp, vinmpbs cono as historias construidas por
menbr os de especi ali dades nmatemati cas di stintas podem conduzir a
considerar a teoria dos invariantes como uma disciplina norta. A
teoria dos invariantes, considerada como uma categoria social
desapareceu, porque seus pronmotores ndo |ograram bom éxito e
porque aqueles que poderiam té-la abrigado na tradicéo
mat emati ca escol heram outros eventos conp suas historias
2



her di cas, de sorte que a teoria dos invariantes ja ndo € vista
conp parte inportante e formativa da matemati ca noderna. Conp
corolario disso, vinbps conb o ato de HLBERT, com o passar do
tenpo, assumiu um significado sinbd6lico. Notanps também que a
retorica do metodo da natemati ca noderna forneceu uma explicacéo
para as nmudancas ocorri das.

Concl ui ndo, gostaria de assinalar que a mtematica,
vista comp categoria social, é significativanente diferente de
seu retrato conpb ciéncia dedutiva. Os préprios nmatenmaticos
descrevem seu nmundo nos ternmps de deducdo e de progresso por
meio de abstracdo. I1sso ndo ocorre por eles deliberadanente
di storcerem os eventos mRsS por que o0s aspectos de seu nundo é
fabricado nesses ternos. Portanto, ao reconstruirem as historias

de eventos e ao exporem agressivanmente suas i déias, 0s
mat emati cos fornecem descricdes e explicacgoes, ndo cono
observadores neutr os mas cono pessoas pr of undanment e

conpronetidas com a tradi cdo na qual foram industriados. Aqui,
ao ol harnmbos os conportanento de al gumas pessoas que, por suas
acdes, criaram essa tradicao, podenbps conecar a ver conp a
mat emati ca difere de sua caracterizacao usual; isto é, podenos
conecar a ver cono, sendo um dominio do conportanento humano, a
mat ematica é constituida em una entidade conplexa e variegada
nas vi das daquel es que partici pam na sua construcao.

Not as

[ 1] Esta discussdo ndo possui conexdes com o0S conceitos
nmet amat emat i cos ou | 6gi cos de uma teoria fornal.

[I1] A nocdo de categoria social foi extensivanente tratada
di versos autores. De nmpdo geral, podem ser considerados cono
definidores de categorias sociais quaisquer nodos distintos
segundo o0s quais grupos de pessoas conjuntamente percebem seu
nmei o anbi ente. Por exenplo, as categorias sani dade e insani dade,
homossexual i dade e het er ossexual i dade, del i nqiénci a, ser
nazista. Qu, no que tange a coisas nmis concretas, 0S graus
percebi dos de rigidez, os conmponentes do arco-iris, aqui e ali.
Cf. BvwLE DurkHEIM, Elenmentary Forms of Religious Life, Londres,
Allen & Unwin, capit. 4. AFRED ScHurz, Collected Papers, Haia,
Ni j hoff, 1964, vol. Il. HowRD S. BECKER, CQutsiders, Londres, Free
Press, 1963, capit. 1. Mx WBER The fundanental concepts of
Soci ol ogy, in: Theory of Social and Econom c Organization, T.
PARSONS (ed.), G encoe, Free Press, 1947.

[I11] As nocbes de calculo e conmputacdo relacionamse com o
conceito de construcao. Em uma prova construtiva, enuncia-se um
procedi mento explicito para a construcdo ou a determ nacdo da
enti dade procurada. Em uma prova abstrata de existéncia, nostra-
se apenas que a entidade tem existéncia mtenmatica, sem se
anunci ar nenhum nétodo de determ na-la. (Em nmatematica, podenps
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descobrir as propriedades de objetos, sem sernops capazes de
exi bir nenhum del es.)

[IV] Para um matematico contenporéaneo, nuitos desses nomes
trazem consigo umm aura caracteristica. E natural que, do ponto
de vista de varias especialidades, cada una dessas pessoas seja
vista a uma luz diferente. Contudo, de um npdo geral, BOE é
encarado prineiramente conp o inventor da algebra da |d6gica; a
KLEIN pertence a invencdo dos grupos de transformagédo; sua
el aboracdo €é devida a LIE;, CAYLEYy contribuiu a geonetria
al gébrica, sendo considerado, juntamente com SLVESTER, COMD um
dos matemati cos mais prolificos do sécul o; QEBSCH é um gednetra;
LI NDEMANN e HERM TE provaram que p e e sado transcendentes; e HLBERT
¢ considerado um dos nmiores mateméaticos do século vinte. A
excecdo de GorbpAN, cada um dos outros nomes referidos seré
encontrado por alguns estudantes graduados de nmatenatica,
durante sua educacdo. Juntanente com determ nados teoremnas
associ ados a esses nones, um matematico atribui uma ordenacao
quanto a sua inportancia. A conjuncao de nones, teoremas e
gradacdo é parte do equipanento de um nmatematico e é
frequentenente mani festa em suas conversas com os col egas. Ai nda
que um matematico ndo esteja consciente da extensdao ou da
natureza exata do trabal ho de uma pessoa fanpbsa, as referidas
associ acOes permtir-|lhe-ao conpreender ou orientar-se para uma
descricdo que o envolva; isto é, um matematico dispde de um
sistema de categorias conmunmente aceitas a que ele pode recorrer
a fimde apreciar o que se esta dizendo. Portanto, um nmatematico
di spbe de wuma noldura na qual enquadre uma narrativa nao
el aborada acerca de personagens histéricas ou contenporaneas,
enbora esse matemAtico saiba nmuito pouco acerca da época e da
obra dessa personagem

[V] A linha de desenvol vinento matemati co di scuti da nesta secéo
pode assim ser imginada. Um quantica € um funcdo de diversas
vari dveis, a qual esta atribuido um grau. A uma dada quantica
podem associ ar-se outras funcdes, denom nadas seus invariantes.
O problema geral consiste em nostrar que, para cada quantica de
um nanero qual quer de vari aveis de qual quer grau, existe, em um
certo sentido, um base finita [do subespaco] de todos os
invariantes a ela associados (isto €&, que existe apenas um
namero finito de invariantes independentes). A dificul dade real
em obter uma solucédo afirmativa a esse problema ocorrera, quando
a quantica depende de mais de duas vari aveis.

Mais tecnicanente, seja f(a, b, ..., ¢; x, vy, ..., 2)
um poliném o honogéneo de grau n nas p variaveis x, vy, ..., Z,
sendo a, b, C, cC o0s seus coeficientes. Seja T unm
transformacdo arbitraria e ndo singular nas variaveis x, vy, ...
z. Sendo T aplicada a f, os coeficientes a, b, ..., c se
transf ormam nos coeficientes a’, b, ..., ¢. Oa, um funcdo g

dos coeficientes de f é denom nada um invariante de f, se a
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segui nte condi cdo for verificada por toda transformacdo T e por
alguminteiro fixo k:

ga’, b, ..., ¢c) =|TIK. gla, b, ..., c),
sendo | T| o determ nante de T.

O problema central da teoria |é&ssica dos invariantes
consistia em eoncontrar wum base finita do espaco dos
i nvari antes de um sistenma de quanticas. Quando GRDAN resolveu o
probl ema para formas ou quanticas de duas variaveis, conmecou a
busca de uma solucdo para o caso de trés vari avei s.

[VI] A &l gebra nmoderna fornulada por S\LMON parece-se um pouco
com o que hoje é ensinado conpb al gebra no segundo ciclo. Quanto
ao conteudo, era nuito nmis conplexa, dependendo de fatos
especiais acerca de fungdes simetricas e lidando com as
propri edades de curvas e com seus invariantes sob transfornmagdes
das vari aveis. Ap6s nuito anos da publicacdo do livro, atribuia-
se a popul aridade da teoria dos invariantes ao anplo uso desse
t ext o.

[VII] E questdo aberta o que GORDAN pretendeu dizer com esse
pronunci anmento. Seu am go, M NOETHER, e E. T. BELL interpretam o
comentario de QGRDAN conp algunma coisa do tipo: “O que Hilbert
fez ndo é matematica genuina.” Por outro |ado, G KOwALEWSKI, uma
estudante na década de 1980, entendeu o conentari o de GORDAN conD
elogio ao teoreman de HILBERT ¥ comb se fosse dado por Deus
(14).

Se (GRDAN teve objecdes ao teoreman de HLBERT, ndo0 as conservou
por muito tenmpo. Poucos anos depois, GRDAN publicou uma verséo
sinplificada e aprinorada, usando ainda as ideéias basicas de
H LBERT e o método existencial. E a versdo por GRDAN do teoremn
de HLBERT que figura na nmaioria dos textos. Posteriormente, os
mat emati cos tomaram entenderam o conmentario de GORDAN conp a
tentativa de um “cal cul ador” reacionario em obstruir o progresso
da matematica, exenplificado no teorema de existéncia abstrata
de Hi LBERT.

[VIII] Devenpbs ser cautelosos, ao avaliarnmps as tendéncias
i ndi cadas neste e nos graficos seguintes. Ainda que a mmioria
dos matematicos ndo conte o0s nuneros de artigos sobre
di sciplinas distintas, eles estdo vaganente coénscios da
guanti dade de producdo em sua proOpria especialidade e nas
vi zinhas. Isso se patenteou em uma conversa entre mm e um bem
conhecido matematico. A fim de ne nostrar que nao havia nuito
interesse em um canpo no qual ele fizera bastante trabal ho,
tomou do fasciculo mais novo de um periddico matematico de
resunnps que se encontrava na sua escrivaninha e procurou na
secao pertinente. Ao indicar as novas contribuicdes ali
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referidas, ele acreditava estar recorrendo a um indi ce adequado
do nontante da ativi dade naquel e rano.

Assim podernos encarar o grafico cono um artefato
i mpreciso da conuni dade natenmatica. Os matematicos estao
vaganente conscientes disso. Porém sonmente o grafico nao é
suficiente para determinarnbs o que um canpo de pesquisa
significa para os matemati cos.

O nunmero de artigos revisados em 1887 equivale a 27%
dos 168 sobre algebra comb um todo, em 1890 - 32% de 130 e, em
1900 - 20% dos 156 artigos sobre &l gebra.

[1X] Consi derando al gumas nudancas editoriais, verificanms que
0 censo de 1910 representa 17% dos 163 artigos em &l gebra e o de
1923, 10% dos 187 arti gos.

[X] A linha técnica de desenvolvinmento referida no resto desta
secao € distinta da descrita na Secdo IlI. Em ternos sinples,

objetos X (as quanticas) sao subnmetidos a processos Y (um grupo
de transformacdes) e sao obtidos alguns outros objetos Z (os
i nvari antes sob o grupo de transfornacdes). Este esquenma foi

general i zado de varios npdos diferentes. Em prinmeiro lugar, as
no¢des vincul adas aos processos Y foram clarificadas e tornadas
mai s definidas. Mediante o uso das idéias de KLEIN acerca de
grupos de transformacao, propostas depois de 1870, verificou-se
gue 0s processos Y constituiam um grupo de transformagdes, de
sorte que se poderiam considerar oS invariantes que ocorriam em
subprocessos, isto é, o0s invariantes associados a subgrupos. Os
exenplos ja citados disso foram DicksoN (que considerou o0s
I nvariantes de grupos nodulares) e NOETHER (que provou a
exi sténcia de bases racionais e inteiras de invariantes sob um
grupo de transformacbes). Verenobs, posteriornmente, que teoremas
simlares foraminstituidos para outros subgrupos. Qutro nodo de
generalizar o esquema consiste em considerar os distintos tipos
de X. Ao invés de invariantes de quanticas, consideramse o0s
i nvariantes de tensores ou de vetores (em espacos de
represent acao) e, hoje em dia, funcdbes de anéis sobre
vari edades. Nesses casos, devem nudar ndo apenas as idéias
acerca do que deva ser um X nmas também as idéias relativas a
nat ureza dos Z.

[ XI'] O enunciado de HILBERT, em unma de suas varias versdes
originais, usava a |inguagem dos mddul os de KRONECKER (al guma
coisa parecida com um anel) mas as idéias foram aplicadas a
teoria dos invariantes. O prineiro ensaio que continha seu
teorema foi escrito nuito mais no contexto da teoria dos
I nvari ant es.

[ XI'1] Um anel de polindm os, em um nanero finito de variaveis
sobre um anel com identidade que satisfagca a condi cdo da base
finita, também satisfaz a essa condi ¢ao.
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[ XITI] Ao escrever esse texto, Sruby tinha sessenta e um anos.

Seu bidégrafo informa que, em diversas ocasides, ele proferira
criticas apressadas e mordentes (*”. Srupy estava escrevendo em
uma época na qual os nmatematicos, concitados pela teoriada
relatividade, se tornaram nuito interessados pelas analises
vetorial e tensorial. Ndo encontrei evidéncia algunma de que os
proceres nesse novo canpo houvessem manifestado hostilidade
contra a teoria dos invariantes. Os conmentarios de Supby podem
ser considerados uma reacdo ao fato de que os que se dei xaram
fascinar pela anélise vetorial houvessem justanmente ignorado a
teoria dos invariantes.

[ XIV] A producdo de 1930 corresponde a 9% dos 203 arti gos sobre
al gebra e a producao de 1938 corresponde a 4% dos 208 artigos. O
aunento de 20% nas contribuicdes a algebra € aproxi mnadanmente o
mesnb que o0 increnmento no total de ensaios resenhados na
Fortschritte.

[ XV] Associados a estrutura algébrica de tensores nos espacos de
representacao de grupos de transformacgdes |ineares.

[ XVI] Weyl usa agora ndo apenas vetores e tensores mms tanmbém a
teoria da representacdo dos grupos.

(Sejam x e y vetores no espaco de representacdao de um
grupo linear G Then f, a funcdo no espaco de representacdo, €
um invariante, se f(x, vy, ...) = f(gx, gy, ...), para todo g
pertencente a G)

[ XVI1] Conmp percebenps, ao conversarnns com matemati cos acerca
de teorias obsol etas.

[ XVI1I] Uma variedade é uma estrutura conplicada na geonetria
al gébrica. Os invariantes de umm variedade V, relativos a um
grupo G, sao, em um certo sentido, as funcbes do espaco
guociente V/IG isto é, 6 as fun¢gdes que sdo constantes ao |ongo
das o6rbitas de G O problema central é a existéncia de V/IG e

perifericanmente, a geracao finita do anel de funcdes

invariantes, isto é, a generalizacdo do teorema de HiLBerT 39,

7

[ XI X] O principal ponto de interesse € a equacgao constitutiva da
mecanica do continuo, T = f(A, B), na qual T é o tensor de
esforco e A e B sdo matrizes cinematicas (*2. E investigada a
cl asse de funcdes f que sé@o invariantes sob o grupo de sinetrias
do material considerado. De inicio, sdo consideradas as funcdes
polinom ais, por serem mais dbéceis. Em seguida, consideramse
funcdes nmmis gerais Y, Em anbos o0s casos, a classe das
funcbes €& descrita nediante bases de invariantes. Para um
descri ¢cdo geral dos problemas, cf. a referéncia 42.

[ XX] E interessante apontar que h& um outro setor no qual foram
consi derados al guns problemas da teoria dos invariantes. Esse é
restrito a poucos fisicos, industriados em nmatematica, que
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t r abal ham com probl emas da teoria quantica dos canmpos (*). Leram

WEYL e tém consciéncia das obras anteriores porém nao as
exam naram Seus escritos ndo circulam anplanente entre os
fisicos; e os fisicos, em sua nmaioria, ndo se interessariam
pel os quesitos matemati cos refinados com que essas pessoas se
ocupam

Not avel nessas trés classes contenporéaneas de pessoas
I nteressadas em al guns dos aspectos da teoria dos invariantes
(os que investigam a geonetria algébrica, os nmecanicos do
continuo e esses fisicos) € que, aparentenente, unma qual quer
del as ndo tem consci énci a da exi sténcia das outras.

[ XXI'] Em 1930 foi publicada a Mderne Algebra de B. L. VAN DER
WAERDEN. Desde entdo, foi reinpressa diversas vezes e traduzida
em nmuitos idioms distintos. Por volta de 1934, é referida cono
a obra canénica em seu canpo. Seu tratanento axi omati co abstrato
da &lgebra é presentenente tdo fundanental ao canpo que a
mai oria dos matematicos ndo imagina conb se possa praticar
al gebra de outro nbdo. O livro é a pedra fundanmental da &l gebra
“noderna”, tendo sido usado na educacdo de matematicos durante

0os Ultinmps vinte e cinco anos.

[ XXI'l] Cabe notar que as diversas teorias que confluiram para
conpor a algebra noderna, até a energéncia dessa Uultim, nao
eram consi deradas interligadas. No que tange a teoria dos anéis,
foi dito que “[as teorias que precedem a &l gebra noderna], de
i nicio, aparent enent e di versi fi cadas e mai s ou Menos
I ndependentes, foram admravel nente conbi nadas por E. Noether
conb a teoria geral dos ideais % “(46). Tenps aqui um indicio
da nocdo de que a historia da evolucdo da &l gebra noderna, cono
€ enxergada pel os al gebristas nodernos, ndo seria coerente, se
ndo consi derasse aquilo em que se tornou a al gebra noderna. Isto
€, a perspectiva dos al gebristas nodernos acerca da histéria da
evol ucdo de seu rano € tel eol 6gica, na nmedida em que o resultado
do desenvolvinento da algebra noderna determina conmo a
di sciplina teve que se desenvol ver
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