Do logicisnb ao pragmatisnmo - aspectos epistenol égicos da
mat emat i ca.
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Si nopse

Talvez se possa afirmar qgue a invencdo do calculo
infinitesimal tenha sido a maior criacdo na matemati ca desde o
tempo de Euclides de Alexandria. O enprego desse instrunento,
cont udo, aduziu quesitos angustiantes acerca do estatuto
ont ol 6gi co dos enunci ados matemati cos, que se vierem reunir aos
probl emas ja col ocados pel os pensadores da antiguidade e da era

medieval. No intuito de se classificarem as respostas dadas a
esses quesitos, buscaram se afinidades entre elas, sendo
frequente i dentificaremse trés correntes dom nant es: o]

logicisno, o intuicionisnb e o formalisnp. No presente ensaio,
procurou-se apontar uma quarta corrente, o pragmatisnmo, que, de
forma as vezes vel ada, perneia todas as outras.
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1 - Introducao

“Toute quantité dont la valeur dépend
d’une ou de plusieurs autres quantités
est dite fonction de ces derniéres,
soit qu on sache ou qu’'on ignore par
quel l es opérations il faut passer pour
renonter de celles-ci a la premere.”
LACRO X, Sylvestre (1810). Traité du
cal cul différentiel et du cal cu
i nt égral. Apud DELACHET 1949, p. 53.

Enbora ndo conhecessem nuitas curvas, 0S gregos da idade
antiga conceberam a nocédo de reta tangente a uma curva. Euclides
de Alexandria definiu conmpb tangente a um circulo a reta que
encontra o circulo em apenas um ponto e que ndo o corta. Desde
ent 4o, o problem da construcdo de tangentes a umm curva consiste
em descrever um procedi nento de tracado de retas que toquem essa
curva e em denonstrar que essas retas tocam a curva considerada
em apenas um ponto. Apol 6nio de Perga estudou a construcao de
tangentes a elipse, a hipérbole e a parabola e Arquinedes de
Siracusas forneceu a construcao de tangentes a uma espiral.
(BARON 1985, p. 52-53; DELACHET 1949, p. 15.) O problema da
construcao de tangentes foi retomdo, na idade noderna, por G les
de Roberval e Pierre de Fernmat e despertou nmuito interesse apos a
publ i cacdo por Réné Descartes de sua Geéonetrie (1637).

Coroando esforcos despendidos por varios estudiosos,
Gottfried Leibniz, em 1684, publicou Nova methodus pro maxim s et

mnims, itenmgue tangentibus ... [novo nmétodo para o0s mMAxi NDS e
os mninos bem cono para tangentes ...]. Esse novo nétodo de
cal culo, posteriornente denom nado calculo infinitesimal, fora

concebi do precipuanente para determ nar maxi nbs e nininps e para
construir retas tangentes a curvas pl anas.

Cabe apontar que o mnmetodo de Leibniz foi fortenente
criticado por Bernard Nieuwentijt (1694) assim conp a teoria das
fl uxdes divul gada por |saac Newton, em 1704, com designios afins
aos de Leibniz, seria duranmente inpugnada por George Berkel ey, em
seu |libelo The Analyst (1734). (STRU K 1967, p. 111, 114.)

A receptividade inam stosa ndo inpediu que o método de
Lei bni z se dissem nasse na conuni dade, sendo vi gorosanmente usado
pel os irmaos Jakob e Johann Bernoulli em uma anpla variedade de
contextos. Ja em 1696, foi publicado em Paris o tratado Analyse
des Infiniments Petits, pout |’'Intelligence des Lignes Courbes,
conposto por Cuillaune de |’Hospital, ancorado em |I|icbes de
Johann Bernoul | i (SI ERKSMA & SIERKSMA 1999, p. 440; CHILOV
1973a, p. 232).

Nas nBos de Leonhard Euler, que fora discipulo de Johann
Bernoulli, o <calculo diferencial permtiu unma transformcao
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radi cal da mecanica fornmul ada por |saac Newton (Mechanica, sive
motus scientia analytica exposita, 1736; Theoria notus corporum
solidorum seu rigidorum 1765). E essa nova mecanica, por sua
vez, suscitou um novo problema, a tarefa de resolver equacdes
diferenciais. Tanbém a geonetria diferencial, resultante da
aplicacdo do calculo diferencial a geonmetria, se constituiu em
fonte copiosa de equacdes diferenciais. (GERMAIN 1962, p. 234;
LORENZO 1987, p. LXXVII.)

Nessa fase de maturacdo do calculo infinitesimal, o valor
predom nante era a riqueza dos resultados, que |he justificavam o
enprego. Nao quer isso dizer que nao houvesse duvidas. Que as
havia €& patente no consel ho supostanente dado por Jean d’ Al enbert
a um consulente inquieto: “Allez en avant et I|la foi vous
viendra.” (STRU K 1967, p. 149.) Por outro lado, a firme crenca
no calculo infinitesimal se manifesta na anedota sobre Pierre
Lapl ace que, havendo publicado os cinco tonpbs de sua nonunent al
Mécani que céleste (1799-1825) e sendo inportunado por Napol eon
Bonaparte, por ndo haver citado uma unica vez a divindade, |he
teria respondido: “Sire, je navais pas besoin de cette
hypot hése.” (STRU K 1967, p. 135.)

| ncunbe acentuar que os problenmas decorrentes do enprego
do novo método conduziram a revigoracdo e ao anmmdureci nento dele
proprio, permtindo fosse ele aplicado a situacbes que advieram
ou que foram criadas nediante investigacfes que sonente se
puderam efetuar as expensas desse nmesno netodo. Parodi ando
BACHELARD (1934, p. 58), podenos di zer gue o calculo
infinitesimal criou o seu préprio objeto de estudo, a teoria das
funcdes, “assimconp o mcroscopio criou a mcrobiologia”.

Um dos probl emas aduzi dos pelo calculo infinitesimal foi o
conceito de funcdo. Segundo d’ Alenmbert, as fun¢bes podiam
exprimr-se por uma equagdo entre as variaveis y e X; segundo
Eul er, as funcdes podiam representar-se por um curva tracada a
mio livre (curva quaecungque |ibero manus ductu descripta). O
estudo das vibragdes transversais de uma corda estendida (cono
uma corda de violino), conduziu a um equacdo diferencial, para a
qual d Alenmbert (1747) e Euler (1748) encontraram uma solugéao
enquant o Dani el Bernoulli (1753) propusera conp solucdo una série
de funcgdes circulares, isto €, uma série cujos ternps eram senos
ou cossenos de certos angulos. Bernoulli sustentava que sua
solucdo era absolutanente geral, encerrando em sua expressao a
sol ucdo apresentada por d Alenbert e por Euler, asserto que Eul er
ndo aceitava. Em sua Théorie mathématique de la chaleur (1811),
Joseph Fourier representou diversas funcbes nmediante tais séries
de funcbes circulares e afirmu que toda funcdo admtiria esse
tipo de representacdo (presentenente designada conp série de
Fourier). Foi corrigido por Peter Dirichlet (1829), que npbstrou
ndo ser toda funcdo representavel por séries de Fourier,
explicitando um critério para a validade de uma tal
representacdo. As condic¢cbOes exigidas nesse critério eram téao
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t énues, que Dirichlet foi |levado as fronteiras do que se poderia
conceber cono funcdo e, enfatizando a correspondéncia univoca
entre os valores da variavel independente e o0s valores da
vari avel dependente, foi induzido a recusar que a definicao de
uma funcdo inpusesse a explicitacdo de uma fornula ou de um
procedi nento de calculo. (Autores russos, conp LAURIENTIEV e
NI KOLSKI (1973, p. 108) informam que Lobachevski, sinultanea e
i ndependent enent e, aduzira a nmesma definicdao.) O préprio
Dirichlet (1828) dera um exenplo de uma funcdo cujo grafico nao
pode ser desenhado. Bernard Bol zano (1830) apresentou um prineiro
exenpl o de uma funcdo continua, representével por um curva que
ndo admte reta tangente em nenhum de seus pontos. Assim se
configurou o enredo descrito na balada Der Zauberlehrling de
Goet he. Concebido inicialnmente conmo um instrumento de construcgéo
de retas tangentes, o calculo infinitesimal propiciou a
construcao de curvas que nao admtem tangente por nenhum de seus
pontos. (CHI LOv 1973a, p. 232; CHLOV 1973b, p. 218; DAVIS &
HERSH 1985, p. 298; DESANTI 1962, p. 181-182; EDWARDS 1992, p. 7;
FI GUEI REDO 1977, p. 40-42; NI KOLSKI 1973, p. 341-344; PASTOR et
alii 1951, p. 357; STRU K 1967, p. 157, 168.)

2 - Ologicisnp

O citado exenplo de Bolzano, ao qual sucederam outros
apresent ados por Bernhard Riemann (1854) e por Karl Wierstrasz
(1875), constituiu grave argunento contra um suposta facul dade
sobre a qual pairava incipiente suspeita: a intuicdao De fato, a
exi sténcia de curvas que nado admtem tangente por nenhum de seus
pontos ndo se considerava um fato intuitivo. Nada obstante, os
recursos do calculo infinitesiml permtem construir tais curvas.
Segundo a interpretacdo de DESANTI, “une telle découverte ne
revel e pas seulenment |’ autonomi e des techniques de |’analyse par
rapport a la géonmetrie. [...] Désormais |le support de |’intuition
géonmetrique manque a |’ analyse; elle doit fonder sur elle-nménme
ses propes principes, et délimter par ses propres noyens son
domai ne”. E, no contexto desse col apso da intuicdo, se fornmula a
davi da angustiante da fundacdo do saber matenmatico, nas pal avras
de DESANTI: “Si |’intuition géométrique ne suffit plus a garantir
de |’ absurdité, ou trouver un critére suffisant de clarté et de
rationalité?” (DELACHET 1949, p. 57; DESANTI 1962, p. 182; STRU K
1967, p. 157).

Ora, sustentava |nmanuel Kant (1781) que todo conhecinmento
consiste em dois elenentos: a intuicdo (Anschauung, em I|ingua
al emd) e 0 conceito. Medi ante a intuicao, 0O objeto do
conheci nento nos € dado e esta presente na sensibilidade; através
do conceito, esse objeto é pensado pelo entendinento. Se néo
houver essa correspondéncia biunivoca entre os dois elenentos, o
conheci nento ndo sera adequado. Conmob exenplo de um conceito ao
gual n&do corresponde intuicdo alguma, cita-se o cal 6rico, aduzido
para explicar as variacbes térmcas verificadas nos diversos
corpos. Comp exenplo de uma intuicdo a qual ndo corresponde
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conceito algum referemse as ilusbes, conb a de unm vareta
parci al mente imersa em um |liquido a qual, pela refracdo da |uz,
parece envergada. Para provar que 0 espago e o0 tenpo séao
i ntui cdes puras, Kant recorre a dois tipos de argunentos, que ele
classifica com netafisicos e transcendentais. O argunento
transcendental relativo ao espagco decorre da geonetria. Kant
sustenta que a geonetria (euclidiana) €& conhecida a priori,
enbora 0s seus enunci ados sejam sintéticos, isto €&, nao se podem
inferir somente da |d6gica. As provas geonétricas dependem das
figuras e os objetos de percepcdo devem obedecer a geonetria
(euclidiana), pois a geonetria trata de nosso nodo de perceber.
(BRAGA 1991, p. 21-25; RUSSELL 1945, p. 712-714; SCHM DT 1974, p

328-329.)

O a, a invencdo de sistemas geomeétricos distintos do
eucl idiano (N kol ai Lobachevski , 1829; Janos Bol yai, 1832;
Ri emann, 1854) foi considerada una prova contra a teoria de Kant.
Contra ela j&4 se havia insurgido Bolzano (1810), que contestara
si mul taneamente as nog¢bes de juizo sintético a priori e de
i ntuicao pura, afirmando que senpre a intuicdo é enpirica, quer
se trate de fenbnmeno espacial ou tenporal, declarando que as
figuras nas denonstracdes geonmeétricas constituem apenas um
recurso pedagoégi co e asseverando que, a fim de dotar a natematica
de fundanmentos solidos, cunmpre purifica-los de todo elenento
intuitivo, concebendo-os de nodo radicalnmente |6gico. E na trilha
aberta por Bolzano contra a intuicdo avancaram George Boole,
Charl es Peirce, G useppe Peano e Cottlob Frege. (BARBOSA 1995, p
42-44; DELACAMPAGNE 1997, p. 18-27; YAGLOM 1979, p. VI-VII.)

George Boole conpartilhou com Leibniz a concepcdo de que a
mat ematica ndo constitui apenas a ciéncia do numero ou da

guant i dade, mas uma  genuina |inguagem formal, de vocacao
uni ver sal . Acredita na viabilidade em aplicar os métodos
al gébricos a unma variedade de ramps do saber - universos de
discurso - e dedica-se a revigorar a teoria do silogisnm, que

renonta a Aristételes. Em seus livros The mathematical analysis
of logic (1847) e An analysis of the laws of thought (1854),
nostrou como a leis da |6gica formal, expostas por Aristoételes e
ensi nadas nas universi dades, durante sécul os, se poderiam tornar
0 objeto de um calculo. Instituiu principios em harnmonia com a
idéia de uma characteristica universalis, que fora concebida por
Lei bniz. (DELACAMPAGNE, p. 21; SCHM DT 1974, p. 74-75; STRU K
1967, p. 173.)

Contrariando Kant, Gottlob Frege se convencera de que as
proposi ¢cbes aritméticas ndo sdo juizos sintéticos a priori mas
juizos analiticos, que se poderiam denonstrar sem recurso a
i ntui ¢cao. E que isso nao nos pareca evidente decorre de
formul arnbs os enunci ados aritméticos em nossa |ingua vernacul a,

i nadequada conpb instrunento cientifico. Cunpr e, portant o,
reformular toda a aritmética na udnica |inguagem na qual a
intuicdo ndo desenpenhe papel algum a |inguagem |0gica. Essa
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tarefa, Frege a iniciou em sua prineira obra, a Begriffsschrift
(1879), na qual introduziu um sinbolisnmo mis pesado que o de
Boole, que Ihe permtiria efetuar o <calculo dos predicados,
medi ante os quantificadores, e propiciaria reconstruir o céalculo
das proposi¢cdes, inventado pela escola estdica mas ignhorado por
Aristoteles. (DELACAMPAGNE 1997, p. 24-25, 40-42; SCHM DT 1974,
p. 191-192)

Nos Grundlagen der Arithmetik (1884), inaugurou a tese
(posteriormente denom nada | ogicista) de que a natemati ca se pode
reduzir a |o0gica. Especificanente, ancorado nas no¢des e nos
principios |d6gicos, Frege enpreendeu a teneraria tarefa de
definir as prinmeiras nocdes aritmeticas e de |he denonstrar as
principais proposicbes, o0 que exigiria tanmbém denonstrar a
exi sténcia dos nunmeros naturais. Portanto, o enpreendinento de
Frege consistia em dois esforcgos:

a) Definir emternos | 6gicos todas no¢cGes matenmaticas, inclusive
aquel as correntenente consi deradas primtivas ou irredutiveis.

b) Denonstrar, com o uso exclusivo de principios |d6gicos, todas
as proposicbes matematicas, inclusive aquelas correntenmente
consideradas primtivas ou irredutiveis, o que inmplica na
justificacdo | 6gica do principio da recorrénci a.

O programa de Frege denonstraria a falsidade do enpirisno e
do psicologism, ja que a matematica se fundaria sem recurso a
experi éncia ou a dados de natureza psiquica. (BETH 1955, p. 29,
119-120; NAGEL 1958, p. 42.)

Ja no artigo Uber Sinn und Bedeutung (1892), Frege apontou
di stincdes que se nostrariam valiosas tanto para a | 6gica quanto
para a analise glossolodgica. Al ele distinguiu entre o sentido
(Sinn) de um signo, que € conceito objetivo, a sua representacéao
subjetiva (Vorstellung) e a sua referéncia (Bedeutung),
constituida por um objeto.

A tese logicista foi retomada nas Grundgesetze der
Arithmetik, begriffsschriftlich abgeleitet, cujo prinmeiro tono
veio a lune em 1893, sendo quase ignorado. Entre seus leitores
estavam G useppe Peano e, por indicacdo desse, Bertrand Russell
Quando o segundo vol une dessa obra se encontrava no prelo, Frege
recebeu uma carta de Russell (16 de junho de 1902), na qual o
pensador britanico anunci ava nodest anent e um par adoxo
(posteriornmente designado conp antinom a de Russell), que m nava
a arquitetura tao cuidadosanente elaborada (BETH 1955, p. 127;
DELACAMPAGNE 1997, p. 41). Segundo COSTA 1992, p. 24, essa
antinom a fora encontrada, independentenente, por Ernst Zernelo

A antinom a de Russell admte a exposic¢cdo seguinte. Ha dois
ti pos de classes: as classes que ndo contém a si proéprias cono
menbros, a que chamarenpbs nornmais, e as classes que contém a si
préprias cono nenbros. Conp exenplo de classes normais, cita-se a
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classe dos fil 6sofos, a qual certanmente ndo € um fil 6sofo; e cono
exenpl o de classes que ndo sdo normmi s, aponta-se a classe dos
objetos que podem ser concebidos pelos seres humanos, a qual
t ambém pode ser concebi da pel os seres humanos. Designando por N o
conjunto de todas as classes nornais, podenps indagar se N & unma
classe nornmal. Se N fosse nornmal, entdo N seria nmenbro de N (pela
definicdo de N) e, portanto ndo seria normal (pela definicao de
classe normal). Do nmesno nodo, se N nao fosse normal, entdo N
seria nmenbro de si propria (pela definicdo de classe que nao é
normal) e, portanto, seria normal (pela definicdo de N). (BETH
1955, p. 176; NAGEL 1958, p. 24.)

ApO6s a troca de algumas cartas, Frege nodificou um de seus
axi omas e explicou, em um apéndice, que isso fora feito com o
fito de restaurar a consisténcia de seu sistema. Nesse apéndi ce,
escreveu textualnente (em seu vernaculo) que “dificilnmente
poderia suceder a um autor de ciéncia algo mais indesejavel que
verificar, apos a conclusdo de seu trabal ho, que uma fundacao de
seu edificio fora abalada. Isso ne ocorreu, ao ler uma carta do
Sr. Bertrand Russell, quando a inpressdao do segundo vol une estava
guase concl uida.”

Mas essa nodificacdo conproneteu a denonstracdo de al guns
teoremas do prineiro volume de suas G undgesetze. Cabe consignar
gque Frege professou o platonisno ontol 6gi co, na acepcdo de que
defendia a existéncia absoluta das entidades matematicas. E que,
enbora tenha contestado a Kant quanto a natureza das proposicodes
aritméticas, se acordou com Kant guanto a natureza das
proposi cées geonétricas, cujos axioms se captariam por um
i ntuicdo pura do espaco. Opds-se fortenmente a tendéncia, nascente
entre os gebnetras contenporaneos, em adnmtir que cada sistenmn
geonmétrico descrevesse estruturas distintas, ndo cabendo decidir,
apenas com instrumentos matemati cos, acerca da validade de tais
sistemas. Esse fato nerece aprofundanento por parte da historia
das idéias pois, se Kant ndo poderia prever a evolucdo futura da
| 6gi ca, Frege certanmente conhecia a invencdo de sistenas
geomeétricos distintos do euclidiano. (BETH 1955, p. 127-128;
BOCHENSKI 1962, p. 231; MOSTERI N 1987, p. 116-119.)

Adepto confesso do programa de Frege, Bertrand Russel
escreveu em sua autobiografia, referindo-se ao Congresso
| nt ernaci onal de Filosofia, iniciado em 1° de agosto de 1900:

“The Congress was the turning point of ny intellectual life,
because there | net |[G useppe] Peano. | already knew him by
name and had seen sone of his work, but had not taken the
trouble to master his notation. In discussions at the Congress
| observed that he was always nore precise than anyone el se
and that he invariably got the better of any argunment on which
he enbarked. As the days went by, | decided that this nust be
ow ng to his mathematical logic. ... It becanme clear to nme that
his notation afforded an instrument of |ogical analysis such as



| had been seeking for years ...” (apud O CONNOR & ROBERTSON,
ver bete Russell).

JA& em 1897, Cesare Burali-Forti deparou com um paradoxo no
seio da teoria dos conjuntos. Em 1901, Russell denonstrou que néo
se tratava de quesito matematico nmas de problema puranente
| 6gi co. Esposando, nessa época, o platonisno ontol 6gico de Frege
relativo ao conceito de nunero, Russell, em seus Principles of
mat hematics (1903), descreveu a antinoma que encontrara e
experimentou trés métodos para extingui-la (um prinmtiva teoria
dos tipos, a teoria do zigzag e a teoria sem classes); pouco
depoi s, lhes acrescentaria a teoria da |limtacdo de magnitude. A
teoria do zigzag e a teoria da |limtacdo de nagnitude nostraram
se infecundas e a teoria sem classes revelou-se proxina a teoria
dos tipos, de sorte que Russell se dedicou a refundir a ualtim,
que adquiriu a forma definitiva entre 1906 e 1908 e segundo a
qual todos o0s objetos se distribuem em distintos tipos,
instituindo uma hierarquia de variaveis. Assim no domnio das
classes, umindividuo é do prineiro tipo, a classe dos individuos
€ do segundo tipo e uma classe de classes do segundo tipo € do
terceiro tipo;, se x for elemento de A, entdo A serda de um tipo
superior ao de x. Cada predicado, por sua vez, pertencera a
categoria que subordina inediatanente o sujeito. Gagas a essa
teoria dos tipos, pode Russell construir, por prineiro, um
sistema | 6gico isento de antinomas. (A despeito de repetidas
tentativas, tanto quanto eu sai ba, ainda ndo se conseguiu, sem
recorrer a teoria dos tipos, construir um sisteman isento de
contradi coes. Podenos reinterpretar, cono uma forma rudi nentar da
teoria dos tipos, a teoria de Aristoteles, de que os individuos
sejam substancias de prineiro grau e gue espécies sejam
subst anci as de segundo grau.) (BETH 1955, p. 127-128, 185-186
BOCHENSKI 1962, p. 63; 231, 239; COSTA 1992, p. 27; DELACAMPAGNE
1997, p. 41; FEYS, p. 310.)

A aceitacdo da teoria dos tipos exigiu a introducdo de trés
postul ados que figuram na conposic¢cao dos nonunentais Principia
mat hematica (1910-1913), do préprio Russell e de Alfred
Wit ehead: o axioma da redutibilidade, o axioma do infinito e o
axi oma da escol ha. (BETH 1955, p. 185-186; COSTA 1992, p. 28-30;
DELACAMPAGNE 1997, p. 43; FRAENKEL 1993, p. 333-334.)

A introducdo do axioma da redutibilidade vincula-se a
adm ssdao de definicdes inpredicativas, que ocorrem quando, na
definicdo de um conjunto, renmetenns aos seus elenentos, que se
definem nmediante o citado conjunto. Um exenplo de definicéo
i npredicativa é a seguinte: “Sejam C os habitantes de uma cidade
e b o barbeiro, definido conb o elenento de C que faz a barba de
todos os elenmentos de C que ndo se barbeiam a si nesnpbs e sonente

desses elementos.” E facil perceber que essa definicdo gera um
antinom a: b ndo pode barbear-se e, por isso, deve barbear-se
Ora, segundo Whitehead e Russell, o exane dos paradoxos revela

gue todos provém de certa espécie de circulo vicioso, o que
lenbra a antinoma do nentiroso, aventada por Epinmenides de
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Creta. Assim dizer algo acerca de todas as proposic¢cdes nédo e
adm ssivel , pois esse dizer ja constitui uma  proposi ¢ao.
Instituiram portanto, o principio do circulo vicioso, para o
qual propuseram al gumas fornmul acbes, tacitamente admtidas cono
equi val entes, o que foi contestado por Kurt Gidel (1944). Talvez
a formulacdo nais solida seja a seguinte: “um dominio nao pode
ser concebido comp unma totalidade, se contiver um el emento que so
se pode definir em ternmpbs do préprio domnio”. (BETH 1955, p.
185-186; COSTA 1992, p. 26-27; EVES 1997, p. 676; FRAENKEL 1993,
p. 335.)

Assim a teoria dos tipos protege contra as antinom as nas

tanbém  proscreve as defi ni ¢cdes i npr edi cati vas, que sao
consi deradas i ndi spensavei s. Para contornar esse obstéacul o,
VWi tehead e Russell incorporaram o axioma da redutibilidade:

“Dada qual quer propriedade de ordem nmaior que zero, existe um
propri edade de ordem zero que |he é equivalente”. (Dizenpbs que
duas propriedades sao equival entes, se todo objeto que gozar de
uma delas tanmbém gozar da outra.) Na presenca da teoria dos
tipos, ndo se conseguiu tanpouco efetuar a construcao de
conjuntos infinitos. Ent&do, Wlitehead e Russell admtiram o
axioma do infinito, que postula a existéncia de uma pluralidade
infinita de objetos. A fim de assegurar um al cance maxi nb a esse

postul ado, incluiram também o axioma da escolha, que fora
formul ado por G useppe Peano (1890) e enunciado cono principio
i ndependente por Beppo Levi (1904): “Dada wuma famlia de

conjuntos nao vazios e disjuntos dois a dois, existe pelo nenos
um conjunto que tem exatanmente um elemento em conmum com cada
menbro da famlia.” (BETH 1955, p. 136, 186-187; COSTA 1992, p.
28-29; WEYL 1949, p. 49-50.)

Ainda que a teoria dos tipos haja elimnado as antinom as,
ela decretou o ocaso da tese inicial do logicisnp, pois a sua
adm ssdo exigiu o recurso a trés axiomas cujo caréater ndo ¢é
puranmente | 6gico, conmo pretendera Frege. Ms alguns criticos
denunci am gque 0 axi oma da reduti bilidade reintroduz,
subrepticianmente, procedinentos inpredicativos (SILVA 1989, p.
1).

3 - Oigens do formalisno

Morrendo Al exandro de Maceddnia, fragnentou-se o inpério por
el e conquistado. O satrapa que governava o0 Egito ascendeu a
real eza, em 305 a. C., com o none de Ptolemeu | Soéter. Na cidade
portuaria de Al exandria., esse nonarca fundou um nuseu [centro de
estudos dedicado as nusas], dotado de umm biblioteca que se
tornaria fanonsa. Esse nmuseu constituiu-se em um inportante nuacleo
de pesqui sas, no qual, entre 320 e 260 a. C., trabal hou Eucli des.
Euclides escreveu uma obra, denom nada stoikheia (elenentos),
que, provavelnmente, foi o livro mais reproduzido e mais estudado
no Ocidente depois da Biblia (RONAN 1983, p. 116-117; STRUIK,
1967, p. 50). Segundo o testenunho de Bertrand Russell (RUSSELL
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1972, p. 211-212), o unico texto autorizado para o0 ensino da
geonetria em sua juventude ainda era o livro de Euclides.

O exane dos Elenmentos revela um projeto descritivo que
consiste em quatro ingredientes: o0sS conceitos primtivos, o0s
conceitos definidos, as proposicdes primtivas e as proposicodes
denonstradas (os teoremas, o0s lenmas e o0os coroléarios). A forma de
exposi cao adotada por Euclides configurou-se em nodelo de todos
0S escritos posteriores que se pretenderam definitivos, cono a
Et hi ca, geonmetrico nore denobnstrata (1677), de Baruch Spinoza, e
os Naturalis Philosophiae Principia Mathematica (1687), de |saac
Newt on. (AABCE 1984, p. 57-58; FRIEDELL 1931, p. 457; RUSSELL ,
p. 572, 36-37.)

Euclides <classificou as proposicbes primtivas em dois
ti pos: os axionmms, que sao juizos concernentes a qual quer espécie
de grandeza (conp "o todo é maior que qual quer de suas partes")
e 0s postul ados, que sao juizos cujo veraci dade é proposta (cono
"doi s pontos quai squer se podem ligar por um segnento de reta").
Comenta Jean Dieudonné: “E de uso corente hoje fazer agrupar
essas ‘hipbéteses’ sob o nome de axiomas da geonetria; isto
parece-ne um erro, ja que ndo se reportam todas aos nesnos
objetos. Euclides j& esta consciente disso, pois as divide em
‘peticdes de principios e em ‘nogbes conmuns’. As ‘peticdes de

principios’ - tanbém denom nados °‘postul ados’ - sao propriedades
da geonetria do plano, ao passo que as ‘nog¢des conuns’ - que no
fim da Antiguidade se chamarédo ‘axiomas’ - dizem respeito a

qual quer espécie de ‘grandeza’.” (DI EUDONNE 1990, p. 51. Para um
outro tratanento desse tenmn, veja-se BONOLA 1955, p. 18-19.)

Tornou-se particularnente célebre o quinto postul ado,
posteriornmente apelidado postulado das paralelas, que admte o
segui nte enunciado: “Se uma reta, ao intersecar duas outras
retas, formar, em um nesno sem plano, angulos internos nenores
gue angulos retos, entédo, sendo prolongadas indefinidanmente,
essas duas outras retas se encontrardo no sem plano consi derado.”
(Cf. AABCE 1984, p. 58.)

Parece que Euclides tinha ©plena consciéncia de umm
caracteristica que, posteriornente, foi denom nada independéncia
entre as proposicdes primtivas, pois as usou com nmagistral
habi | i dade. A critica contenporanea acentua que Euclides "nao
usou o postulado das paralelas até atingir a denonstracao da
proposi ¢cdo vigésim nona, a qual afirma que, quando duas retas
paral elas sdo cortadas por uma terceira, entdo os angulos
interiores do nmesnbp |ado sdo iguais a dois angulos retos. [...]
Ele tinha tido uma ocasiao tentadora para wusar o0 quinto
postul ado, inedi atamente ap0s a proposicao décima sétim e, se 0
houvesse feito, teria encurtado e nesno tornado nmmi s penetrantes
muitos dos raciocinios posteriores. Fica assim claro que o
adi anento é deliberado e que Euclides decidiu denmonstrar o maxi no
possivel sem wusar o0 postulado das ©paralelas, enbora isso
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significasse progresso mis lento. Tenops aqui, por um | ado,
testemunho de seus sentinmentos especiais sobre o postulado das
paralelas e, por outro lado, nosso prinmeiro exenplo de sua
devocdo ao principio da econom a dos recursos” (AABOE 1984, p.
63- 64) .

Mas o0s sucessores de Euclides duvidaram de que o quinto
postul ado fosse independente das demai s proposic¢cdes primtivas e,
desde o século | a. C., tentaram denonstra-|lo nmedi ante argunentos
gue repousavam na adm ssdo (tacita ou expressa) de outros
postul ados. Segundo o conentador Proclo de Constantindpole (410-
485 d. C.), o quinto postulado de Euclides "deveria ser excluido
da lista de postul ados, por se tratar de um teorema que envolve
mui tas duvidas, as quais Ptolemeu se propbs a resolver em um de
seus livros; mas seus argunmentos exigiam diversos postul ados e
teoremas”. Conp a proposicdo que 0 antecede é o teorema: “Sao
paral el as duas retas que, intersecadas por unma terceira, formm
com esta angulos alternos internos suplenentares.”, dom nado pel a
per pl exi dade, Proclo se perguntava: “Pode uma proposi ¢cdo ser um
teorema e, sinultaneanente, pode sua reciproca ser um um
postul ado?” (BONOLA 1955, p. 2-7; COOLIDGE 1940, p. 68)

Enbora esse quinto postulado de Euclides se tenha
constituido em notivo de pernanente cogitacdo de varios
mat emati cos até a idade contenporéanea, quando se inaugurou umm
outra via na descricdo do espaco, cabe lenmbrar que o proprio
Euclides jamais reivindicou para seus postulados o grau de
certeza que a tradicao, ulteriornente, |hes predicou. De fato
“uma | onga habituacdo parece ter enfraquecido nos gebOnetras a
consci éncia da coragem que representa a passagem do nundo dos
obj etos sensiveis ao dos inteligiveis. Enquanto essa consci éncia
€ nmuito visivel em Platdo e Aristoteles, ficanps surpreendi dos
por ver pensadores t&o profundos cono Descartes e Pascal - esses
gue ndo hesitam em atacar de frente a escol astica - proclanmarem
vi gorosanente a 'verdade evidente' dos axioms da geonetria.
Expri mem apenas um estado de espirito comum a todos os
mat emat i cos do seu tempo ..." (DI EUDONNE 1990, p. 53.).

Em carta de 8 de novenbro de 1824, Karl Gauss declarava
haver refletido, por trinta anos, acerca de wunma hipotese
i nconpativel com o quinto postulado de Euclides, a hipbétese de
gue a soma dos angulos internos de umtriangulo seja nmenor que um
angul o raso. Acrescentou ndo haver encontrado contradi ¢cdo al guma
no sistema geonmétrico assim construido, o qual referiu cono
geonetria nao-euclidiana, ms pediu que essa nissiva fosse
consi derada comuni cacdo privada, nao contribuindo, portanto, para
0 progresso nessa ordem de idéias. (Posteriornente, Felix Klein
designou essa nova concepcdo comp geonetria hiperbdlica,
contrapondo-a a concep¢cao de Euclides, a que chanmbu geonetria
parabdlica.) (BARBOSA 1995, p. 39; HILBERT 1952, p. 238, 243;
SOMMERVI LLE 1958, p. 25.)
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A nova concepcdo geonetrica foi apresentada, prinmeiranente
em 1829, por Ni kolai Lobachevski, seguido de Janos Bolyai, que,
em 1832, a propds em apéndice a um livro de seu pai. E
sur preendente que Lobachevski ndo se houvesse asfixiado em unma
at nosfera i npregnada das teses de Kant e que houvesse escrito, no
prefacio a seus Novos Principios da Geonetria (p. 61), que:

"Em a natureza, tenps cognic¢éao, propri anente, apenas do
novi ment o, sem o qual sé&o inpossiveis as inpressfées sensoriais.
Portanto, todos o0s conceitos restantes, conmb 0S geonétricos,
sao criacgdes artificiais de nossa nente, tiradas das
propri edades do novinmento; eis porque O espagco em si, tomado
separ adanente, nao existe para nos. Por isso, nao poder& haver
contradi cdo alguma em nossa nente, se supusernns que tais
forcas naturais obedecem a uma geonetria e que outras seguem
uma outra geonetria.”

Comb a intuicdo geométrica constitui o senso conmum dos
gebnetras, é facil conpreender que, apods dois mlénios de doninio
cultural quase exclusivo do nodelo euclidiano, a conunidade
reagi sse com suspeita diante da nova concep¢cdao geomeétrica. Por
isso, a obra de Lobachevski, que sonente se tornou conhecida em
1840, através de um opusculo que ele redigiu em |ingua alem,
Geonetri sche Untersuchungen zur Theorie der Paral l el linien,
enfrentou a oposicdo de pensadores emnentes, com o fisico
Ludwi g Bol tzmann, criador da mecéanica estatistica. (BARBOSA 1995,
p. 42-44; KAGAN 1986, p. 144, 372.)

O surginmento de uma concepcdo geonetrica que ndo gozava de
suporte intuitivo suscitou a questdo da consisténcia do
correspondente sistema de axiomas. Notenmpbs que, até entdo, o
sistema de axiomas euclidianos nunca fora contestado, no que
tange a consisténcia. A davida que inquietara alguns pensadores
era pertinente a independéncia das proposicbes, isto €, a
i npossi bilidade de se obter o quinto postulado por inferéncia.
Tal era a certeza atribuida a concepcdo euclidiana, que Kant
erigiu um sistem f undanment ado nel a. A  situacgao era
dramati camente distinta com a geonetria hiperbdlica, para a qual
ainda ndo se havia construido culturalnmente a correspondente
intuicdo. Por isso, a |l|o6gica constituia o Unico instrumento
di sponivel para dissipar a duvida perante as ideéias novas.

Ora, foi tentando conprovar a independéncia do postul ado das
paral el as que Bolyai <construiu a sua fornulacdo da geonetria
hi perbélica. Com efeito, ao contrario de seus antecessores,
Bolyai tentou resolver a questdo pelo mtodo da reducdo ao
absurdo. Conmecou a extrair proposicbes do sistema fornmado pela
negacdo do postulado das paralelas e pelos denmais postul ados
eucl i di anos. Por ém nao encont rando contradi ¢céo al guma,
convenceu-se de que o0 sistema assim construido seria consistente
e publicou os resultados obtidos com a ciéncia absoluta do
espaco: Scientiam spatii absol ute veram exhi bens.
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Er a, por ém legitima a inquietacdo de que sofria a
conmuni dade matematica. O fato de que ndo se houvesse encontrado
contradi cdo alguma na geonetria hiperbdlica ndo assegurava a
consisténcia do sistema, pois tal contradicdo poderia ocorrer
fut urament e. (Conpar e-se com 0 recente critério de
fal seabilidade, proposto por Popper.) A duvida sonmente foi
dirimda em 1868, quando Eugenio Beltram publicou um artigo, no
gqual apresentou um nmodelo de wum superficie (de curvatura

negativa), cujas geodésicas se conportavam conp as retas
descritas por Lobachevski e Bolyai. Foi o seu tradutor francés,
J. Holuel, quem afirnmou, em 1870, que assim se denonstrava a

consisténcia da geonetria hiperbdlica, ja que ela admtia um
nodel o euclidi ano. (KAGAN, p. 320-321; SOVWERVI LLE 1958, p. 202.)

Na verdade, o problema da consisténcia fora apenas desl ocado
da geonetria hiperbélica para a geonetria parabdlica, pois a
qgqual quer contradi cdo na geonetria hiperbdlica corresponderia una
contradi cdo na geonetria euclidiana. Surgiu, assim um novo
problemn, o da consisténcia da geonetria euclidiana, o qual se

pode resumr nas palavras atribuidas a Henri Poincaré: “Para
preservar dos |obos um rebanho de ovelhas, ndo € suficiente
encerra-las no redil. E necessario antes verificar que no redil

nao se encontra |l obo algum” (BABINI 1974, p. 59)

Um prineira solucdao foi encontrada por Mritz Pasch, em
1882, que, nas suas Vorlesungen UUber neuere GCeonetrie, deu
formul acdo satisfatdéria a geonetria euclidiana, nmedi ante a
escol ha cuidadosa dos conceitos e dos juizos primtivos.
(MOSTERI N 1987, p. 119; SOWERVI LLE 1958, p. 192-193.)

Mas 1882 foi o ano no qual Richard Dedekind convenceu a
Georg Cantor de que a teoria dos conjuntos constituia uma
fundacdo da matematica e no qual finalmente Leopold Kronecker
publicou seus Grundzige einer arithnmeti schen Theorie der
al gebrai schen Groszen. E isso nos leva a outra vertente. (EDWARDS
1992, p. 19; FERREIRGOS 1993, p. 353.)

4 - Oconstrutivisno e o intuicionisno.

"Passou-se nuito tenpo até que o nmétodo de
reducdo ao absurdo se inpusesse conmo forma
legitim de raci ocini o, sobr et udo pel a
circunstancia de ndo se afigurar possivel,
par a se denmonstrarem certos enunci ados
geométricos, proceder-se de nmodo direto. No
entanto, senpre que podia, o0 nmatematico grego
substituia as denonstracdes indiretas pelas
diretas (preferindo, dentre estas, aquelas que
possuiam certo carater construtivo).” (COSTA
1994, p. 76)



Ao invés de apontar a origem do construtivisnm, €& mais
adequado esclarecer que, desde a Antiguidade, se privilegia a
construcdo conop metodo em matematica. Alids, os trés problenmas
propostos pelo espirito helénico (a duplicacdo do cubo, a
trisseccdo de um angulo e a quadratura de um circul o) envol viam a
construcdo com régua e conpasso, metodo esse inaugurado, ao que
parece, por Apol 6nio de Perga (STRU K 1967, p. 40, 56- 57; EVES
1997, p. 133-141).

O aspecto construtivo da mtenmatica era t&o conspicuo, que
| mmanuel Kant, na sua Doutrina Transcendental do Metodo, recorreu
ao conceito de construcdo para distinguir entre a filosofia e a
matematica: filosofia é a argunentacdo a partir de conceitos;
mat ematica é a argunentacdo a partir da construcdo de conceitos
(W NTERBOURNE 1981, p. 34). Qu, na exposicao de SILVA (1989, p.

40): "o conhecinento filos6fico € o conhecinmento racional por
conceit os; 0 conheci nento mat emat i co, por construcao de
conceitos."

Assim até recentenente, quase todas as denonstracdes que se
usavam em matematica eram construtivas e a existéncia de unmm
objeto matemati co era conpreendi da conp a possibilidade de exibi-
|l o. Talvez se possa apontar 1871 conb o ano no qual um outro
tratamento conmegcou a inpor-se. Esse foi o ano no qual Richard
Dedeki nd publicou o Suplemento X a segunda edicdo da
Zahl entheorie de Dirichlet. Esse tratanento, ao qual chamarei
sistematico (do grego systemn, systématos = conjunto) em
oposi ¢cdo ao tratanmento construtivo, foi inaugurado por Dedekind,
ao definir o conceito de ideal conmob um sistema de inteiros
al gébricos que atendiam a certas condi ¢bes. Mediante o tratanmento
sistemati co, Dedeki nd preferia enfatizar propri edades
fundamentais dos objetos matematicos, em oposicdo as suas
representacdes particulares, no que nado pode absolutanente ser
censurado. Mas, em assim procedendo, introduziu subrepticianmente
(no bom sentido) o infinito atual, até entdo proscrito da
mat emati ca. ( EDWARDS 1980, p. 346-347.)

De acordo com EDWARDS (1983, p. 10-11), essa concepcao de
Dedekind foi haurida em duas fontes: A prineira fonte foi o
“segundo principio de Dirichlet”, segundo o qual os problems
devem ser resolvidos com o minino de conputacdo cega e 0 mMAXi Mo
de pensanento perceptivo. A segunda fonte foi o estilo de
Bernhard Ri emann, ao qual 0 proprio Dedekind se refere em carta
de 1876 destinada a Rudolf Lipschitz:

“O designio de nmeus esforgcos na teoria dos nuaneros foi

basear o trabal ho, ndo em representacdes ou expressdes
arbitrarias mas em conceitos fundanentais sinples e, dessa forma
- enbora a conparacdo possa soar um tanto ponposa - obter, na

teoria dos numeros, resultados anal ogos aos que Ri emann al cangou
na teoria das fun¢cdes. E, ao falar nessa teoria, ndo posso dei xar
de apontar que os principios de R emann ndo estdo recebendo
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aceitacao significativa da mmior parte dos autores - mesnbD nos
mai s novos trabal hos sobre funcbes elipticas.”

Talvez esse UuUltim reparo de Dedekind seja enderecado a
Leopol d Kronecker que produziu uma |longa série de artigos sobre
as funcbes elipticas (cf. EDWARDS 1987, p. 30). Kronecker
pr of essava consci entenente a doutrina de que cada definicao fosse
formul ada de tal nodo, que pudéssenps verificar, em um ndanmero
finito de passos, se ela se aplicaria a uma dada grandeza; e de
gue seria conpletanente rigorosa uma prova de existéncia de uma
grandeza, quando se indicasse um procedinmento nediante o qual
essa grandeza pudesse ser encontrado em ato, isto €,
construtivamente. (EDWARDS 1987, p. 31.)

Ref eri ndo-se aos autores contenporaneos que ndo conungavam
de sua tese, Kronecker desabafou: “Se ainda nme restarem tenpo e
vigor, hei de nmostrar a conunidade matemdtica que a aritmética
pode ser a guia, e certanente a nmamis rigorosa, nao apenas da
geonetria mas tanbém da analise. Se eu ndo puder fazé-lo, fa-Io-
ao meus sucessores ... e tanmbém el es reconhecerdo a falsidade de
todas as conclusdes com que, presentenente, opera a assim
denom nada analise.” (EDWARDS 1987, p. 32.)

Em 1890, Georg Cantor fundou a Deutsche Mathematiker-
Ver ei ni gung, convi dando Kronecker a proferir a palestra inaugural
do prinmeiro encontro, em setenbro de 1891. Mas Kronecker,
adoent ado, nédo conpareceu ao encontro, falecendo pouco depois (em
dezenbro), sem concluir a mssao a que se havia devotado
(O CONNOR & ROBERTSON, verbete Cantor; EDWARDS 1987, p. 30).

A essa altura, a teoria dos conjuntos j& encontrava nmenor
resisténcia, enmbora Henri Poincaré, o mris ennente nmatematico
dessa fase (e talvez um dos seis mis fecundos de todos os
t enpos), manti vesse certa reserva perante o0s procedi nentos
sistemati cos. Poincaré insiste em que, para dirimr os paradoxos,
“I"important c’est de ne jamais introduire que des étres que |’ on
pui sse définir conpléetement en un nonbre fini des nots”.
(PO NCARE 1908, p. 939.)

Contudo, um outro ponto de dissenso foi o axi oma da escol ha,
gue Zernmelo usara na prova de que todo conjunto ndo vazio €& bem
ordenado. Por volta de 1905, na Franca, opunham se ao axi oma da
escolha Enmile Borel, René Baire e Henri Lebesgue, enquanto
Jacques Hadamard o admtia. (Cf. BAIRE et alii 1905, p. 261-273.)

by

Esse clim foi propicio a conposic¢cdo por Luitzen Brouwer de
uma tese, Over de Gondslagen der Wskunde [dos fundanmentos da
mat ematical], em 1907, na qual defendeu um tipo especifico de
construtivisnmo, denom nado intuicionisnmo, por atribuir o papel
fundador a um ato prinmeiro de intui¢cdo do tenpo, tomando cono
referéncia os citados Borel, Baire e Lebesgue (LARGEAULT 1992b,
p. 29). Enbora se reconheca ser a querela entre intuicionistas e
formalistas, no século vinte, a continuagdo da psicomquia entre
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Kronecker e a escola de Weierstrasz e Dedekind (cf. EVES 1997, p.
616; STRU K 1967, p. 161), o préprio Brouwer, em suas notas

histéricas, jamais referiu Kronecker. Ali ds conmenta LARGEAULT
(1992a, p. 533): "Aprés avoir décrit |'intuitionisme avec quel que
di stance, en troisiénme personne et comme si c'était |'affaire des
autres, notament de |'école francaise (Poincaré, Baire, Borel

Lebesgue ...), il prend a son conpte des these plus radicales

par exenple sur |a séparation des nmathémati ques d’ avec | e | angage
chargé d’ en décrire |les constructions, par quoi il s’ oppose aux

| ogicistes et aux formalistes réunis.”

Autor de trabal hos de prineira ordem em topol ogia al gébrica,
Brouwer consagrou a mmior parte de sua atividade a reformar a
mat emati ca, consoante o0s principios que defendia. Um desses
principios consiste em sO6 admtir a existéncia de um objeto
mat emati co que se possa construir. (Cf. DI EUDONNE 1990, p. 244;
ALEXANDROV, p. 259.)

Brouwer recusou a precedéncia a axiomatica, afirmndo serem
os axiomas ilusivos, pois somente sdo enunciados, apés a
construcdo de uma teoria; e sao escol hidos, de nobdo que sobre
el es se apb6ie um cadeia de deducdes; sado apenas o0 registro das
invencdes e nao revelam conmob surgem os objetos matematicos.
(LARGEAULT 1992b, p. 31).

Brouwer tanbém recusou a precedéncia a |ldégica, pois a
| 6gica, ao invés de anteceder a matematica, provém dessa
disciplina. Ainda nmas, a logica ndo constitui um caréater
intrinseco da matematica e 0s seus principios, a suas leis ou as
suas regras apenas descrevem regul aridades observadas ndo na
mat emati ca mas na |inguagem que a exprinme. (LARGEAULT 1992b, p.
31).

De fato, a logica tradicional, ainda que expressa em forma
simbolica, nasceu da consideracdo de <conjuntos finitos, néao
podendo ser aplicada, inprudentenente, a conjuntos potencial nente
infinitos. Por isso, Brouwer rejeitou o principio da exclusédo do
terceiro, ndo por considera-lo falso mas nuito mal instituido.
Consequentemente, repudiou os argunentos por redugcdo ao absurdo
(nmodus tollens). Cabe citar que A. Heyting desenvol veu uma | 6gica
gue retratasse a atividade matematica segundo a concepcao de
Brouwer. Trata-se de uma | 6gica bivalente nédo-aristotélica, que
ndo se deve confundir com as | 6gicas plurivalentes. (COSTA 1992,
p. 35-36; EVES 1997, p. 672.)

Fi nal nente, segundo Brouwer, "o matematico ndo descobre as
enti dades nmatematicas; € o0 proprio mtematico quem cria as
enti dades que estuda, ou seja, a expressdao ‘A existe sbé pode
significar, em mtematica, ‘A foi construido pela inteligéncia
humana’ , a qual, portant o, cria e da forma aos entes
mat emati cos. " (COSTA 1992, p. 36) Alids, uma das teses nestras do
intuicionisnro é que ndo se pode destacar a pesquisa dos
fundanent os da matematica de consideracdes acerca das condi¢cdes
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sob as quais ocorre a atividade espiritual proépria dos
mat emat i cos. (BETH 1955, p. 150.)

Mais recentenente, o interesse por "les notions plus ou
moins intuitives d une |loi de construction, d un algorithnme, d' un
processus effectif” (cf. BETH 1955, p. 75 e 173) foi intensanente
revigorado pela sua aplicabilidade a teoria da conputacao, que
trata desse temmn no capitulo sobre as fun¢gdes recursivas (cf.
BARROW 1994, p. 248-249). Alias, foi o exane da possibilidade de
se produzirem di spositivos |6gicos que efetuem cal cul os de acordo
com um algoritnmo que conduziu a maquina de Turing, que esteve
presente na génese das ciéncias cognitivas (cf. PENROSE 1991,
passin GARDNER 1995, passin). Dessa form, presentenente, a
necessi dade de se fatorarem poliném os com coeficientes inteiros
estd levando os cientistas da conputacdo a leitura dos G undzlge
de Kronecker (EDWARDS 1987, p. 35).

Enmbora negue que encontre eco na conuni dade matematica "o
desejo de proselitism de certos construtivistas”, DI EUDONNE
(1990, p. 234, 245) reconhece que "a maior parte dos natematicos
prefere as provas de existéncia construtivas, que dao nuitas
vezes informacdes mmis rigorosas sobre os objectos construidos;
mas resignamse a ficar com provas nao construtivas, quando néo
ha outras.”

Essa noticia sobre o construtivism € nmais defeituosa que a
resenha sobre o |logicism, pois diversos pensadores |aboram
ancorados, ndo explicitamente, em alguma das teses apresentadas
por Brouwer, sem que partilhem integralnmente de seu projeto.
SILVA (1989, p. 5) esclarece que:

“Al guns construtivistas ndo concordam entre si quanto ao que de
fato se pode admitir conp existente em matemati ca, quando néo
no proprio sentido dessa palavra. Uns admtem conp existente
apenas 0 que se pode efetivanente representar na intuic¢cao pura
(intuicionistas), outros o que se pode descrever nunma certa
I i nguagem dada numa intuicdo originaria (Wyl), onde o conceito
de intuicdo ndo é certamente o nesno. Aqueles fazem referéncia
a intuicdo kantiana do tenpo, estes a intuicdo husserliana.
Qutros ainda, os predicativistas (logo construtivistas de
alguma formm), adotam uma nocdo formalista de existéncia
(Poi ncaré).”

Enbora, tanto quanto eu saiba, nédo se tenha declarado
construtivista, o |ldgico Alonzo Church emte um opinido que o
aproxi ma das teses de Brouwer: “[...] pode haver, e real nente ha,
mais de uma geonetria capaz de descrever o espac¢o fisico.
Anal oganmente existe, sem nenhuma ddvida, mais de uma | 6gica uti
e, de todas el as, uma pode ser mais agradavel ou nmais
conveniente, mas nado se pode dizer que esta seja certa e aquela
errada”. (Apud EVES 1997, p. 671.)
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5 - Oformalism e o estruturalisno

Se quisernos datar o nascinmento do formalisnmp, a escol ha
mai s adequada recaira sobre o ano 1899, no qual David Hilbert
publ i cou seus Grundl agen der Geonetrie.

Por essa época, j& se reconheciam trés atributos dos
si stemas axi omati cos:

a) A independéncia - Nenhum dos postul ados que conpdem o0 sistenmn
decorre dos outros. Equivalentenmente, nenhuma das proposicodes
gue figuram cono postulado é um teorema no sistema constituido
dos denmmis postul ados. Historicanente, essa foi a prineira
caracteristica estudada. Lenbrenp-nos de que Bolyai construiu o
seu sistema geometrico, quando tentou nostrar, por reducdo ao
absurdo, a independéncia do postul ado das paralelas. Talvez o
metodo mais eficaz de se denonstrar a independéncia de unm
proposi ¢cdo relativanente a um sistema consista em se exibir um
nodel o que ndo atenda a proposi cdo vertente nmas que satisfaca a
todas as demmis.

b) A consisténcia - Dois quaisquer postulados que integrem o
sistema sdo conpativeis. Equival entenente, é inpossivel extrair
dois teoremas que se contradigam Lenbrenp-nos de que o quesito
da consisténcia foi aduzido pela invencdo da geonetria
hi perbélica e se tornou crucial, quando Beltram apresentou una
nodel o euclidiano do plano hiperbdlico.

c) A plenitude - O estudo da independéncia aventou o problem
conpl ementar, que se pode fornular na indagacdo: Se nada esta
sobrando, estard faltando al go? Equival entenente, havera sido
admtida tacitamente al guna hipdétese ? Pasch verificou que, na
conposi cao de seus El enentos, Euclides recorrera inplicitanente
a um postulado que nunca fora enunciado e o incluiu em suas
Vor | esungen uber neuer e Geonetri e. Present enent e, esse
postul ado é denoni nado axi ona de Pasch.

Assim Hilbert atendeu a essas exigéncias axiomaticas na
conposi ¢cao de seus G undl agen. Mas nudou de perspectiva, ao tonmar
conp conceito estruturante de sua obra a definicdo inplicita.
Esse modo de definir, que j& fora usado por Joseph Gergonne
(1819) consiste em se considerar que as nocgbes primtivas do
sistema vertente se definem pela rede de significados
adm ssiveis. Assim ao invés de supornps que as nocdes de ponto e
de reta ndo precisam ser definidas, porque ja tenops delas as
i ntui cdes correpondentes, aceitanps cono ponto e reta qual quer
obj eto que satisfaca aos postul ados que conpdem o sistem. Dessa
forma, ao instaurar o uso das definicBes inplicitas, Hilbert
esvazi ou as nogles primtivas de qual quer conteudo conceitual que
nao estivesse inplicado pelos axiomas. (BETH 1955, p. 28, 115;
NAGEL & NEWVAN, 1958, p. 12-13.)
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Ora, Frege, que havia exam nado o método axiomatico com mai s
penetracdo que qual quer de seus antecessores, constituindo o seu
trabal ho a cul mi ndncia de uma tradi ¢do que renonta a Aristoteles,
nao percebeu a nudanca de perspectiva. De fato, para Frege a
axi omatica constituia um método puranente sintatico, nao
envol vendo, portanto, quesitos semanticos. Da perspectiva de
Frege, igual a de Aristoteles, o0s conceitos primtivos dispensam
defini cdo, por serem intuivanente conhecidos e o0s prineiros
principios prescindem de denonstracdo, pois sua veracidade é
evidente e a captanmps por intuicado" Por isso, Frege iniciou um
breve pol ém ca epistolar com Hil bert, conparando a pluralidade de
interpretacdes admtidas pelo sistema de Hilbert com a
mul ti plicidade de solucdes admtidas por um sistema de equacdes
i neares, constituindo-se assim em precursor de Tarski na
concepcao de nodelo. O principal efeito dessa pol ém ca foi coagir
Hilbert a precisar a sua posicdo. (MOSTERIN 1987, p. 115-116,
121-122.)

Hi | bert respondeu-l he que cada teoria consiste apenas em um
esquema de conceitos interligados por relagcdes necessérias entre
el es; e que esses conceitos podem ser arbitrari anente
i nterpretados. Se entendenps por ponto e reta qual quer sistema de
coisas, conp o anor e a lei, e verificanps que nossos axi onas séao
val i dos para essas coisas, entdo tmabém serdo validos para elas
0S nossos teoremns, conp o teorem de Pitagoras. Em outras
pal avras, <cada teoria pode aplicar-se a wuma infinidade de
si stemas de el ement os béasicos. (MOSTERI N 1987, p. 119-120.)

Essa concepcdo suscitou o fampso conenté&rio jocoso de
Russell: “Pure mathematics is the subject in which we do not know
what we are tal king about or whether what we are saying is true.”
(NAGEL & NEWWAN 1958, p. 13.)

Perturbado com a critica de Brouwer e com a defeccdo de
mat emati cos em nentes, conmo Hermann Weyl, Hilbert enpreendeu a
tarefa de axiomatizar toda a matematica. Com fina ironia,
Poi ncar é referiu esse enpr eendi nent o, no Y Congr esso
| nt ernaci onal dos Matematicos (Roma, 6 a 11 de abril de 1908)
“On s’ est efforcé, d autre part, d énunérer |les axiones et |es
postulats plus ou noins dissinulés qui servent de fondenment aux
di verses théories mathémati ques. Monsieur Hilbert a obtenu les

résultats les plus brillants. Il senble d abord que ce domaine
soit bien limté et qu il ny ait plus rien a y faire, quand
| "inventaire sera termné, ce qui ne saurait tarder. Miis, quand
on aura tout énuméré, il y aura bien des maniéres de tout
classer; un bon bibliothécaire trouve toujours a s’occuper, et
chaque classification nouvelle sera instructive pour l e

phi | osophe.” (PO NCARE 1908, p. 939.)
Coadj uvado por W1 helm Ackermann e Paul Bernays, Hilbert

enfrentou 0s doi s guesi t os restantes da axi omati ca: a
categorici dade e a saturacgéo.
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Di zenbs que um sistema de axionas é categorico, quando todos
0s seus nodel os forem isonorfos, em um acepcdo que sera definida
para cada categoria. Esse quesito é tratado, presentenente, no
anbito da |06gica de segunda ordem (BETH 1955, p. 23, 101, 152;
VEYL 1949, p. 25.)

Di zenbs que um sistenma de axionmas € saturado, quando toda
proposi ¢cdo, enunciada nos ternps da teoria vertente, for um
teoreman dessa teoria (e, portanto, denonstréavel com apoio nesse
sistemn) ou for refutavel (isto é, inconpativel com teorems
dessa teoria). (BETH 1955, p. 71-73; VEYL 1949, p. 24.)

Em 1928, Hilbert e Ackermann publicaram os G undzlige der
t heoreti schen Logik; entre 1934- 1939, Hi | bert e Ber nays
publ i caram os G undl agen der Mathematik. O programa de Hil bert,
no que tange a consisténcia, apresenta dois aspectos: a prova de
consisténcia relativa e a prova de consisténcia basoluta. A prova
da consisténcia relativa foi sugerida historicanente pelo caso da
geonetria hiperbélica, cuja consisténcia fora denobnstrada por
Beltram, ao |he propor um nodelo euclidiano. Assim Hilbert
forneceu a prova da consisténcia da geonetria euclidiana,
apresentando-lhe um nodelo aritmético: o espagco dos ternos
ordenados de nuneros reais. Assim a geonetria euclidiana sera
consistente, se o for a aritmética. Mas a consisténcia relativa
ndo pode aplicar-se indefinidanente. No exenplo descrito, sera
necessario elaborar uma prova absoluta de consisténcia da
aritmética. E ele constrdi uma teoria da denonstracdo, baseada em
dois principios: principio de recorréncia sobre a construcdo da
expressdo e principio da recorréncia sobre a derivacao do
teoremn. (BETH 1955, p. 40-41; COSTA 1992, p. 53-55.)

Em 1931, porém Kurt Gddel produziu um artigo, relativanente
breve, intitulado “Uber f or mal unent schei dbare  Satze der
Principia Mathematica und verwandter Systenme” [das proposicdes
formal mente indecidiveis dos Principia Mathematica e de sistenms
simlares]. Nesse artigo, o autor provou, entre outras coisas,
gue em qual quer axiomatizacdo da aritmetica havera proposicoes
evi dentenente verdadeiras mas que ndo admitem prova dentro dessa
axi omati zacdo. O projeto de Hilbert é, portanto, inexequivel.
(NAGEL & NEWMAN 1958, p. 98; WEYL 1949, p. 219.)

| ndependent enent e desse mal ogro |0gico, diversos nmatenmaticos
rejeitam o wuso de axiomas destituidos de sentido. No XVII
Congresso Internacional de Filosofia das Ciéncias (Paris, 1949),
Arnauld Denjoy reafirnmou “qu’ il n'y a point d axiones sans une
substance mat hémati que antérieure a axiomatiser”. (Apud LARGEAULT
1992a, p. 538.)

Mais recentenente, o formalisnop se refugiou sob o teto do
estruturalisno, uma vertente iniciada por Evariste Galois que, em
1832, explicara a fatoracdo de polinbémos, instituindo unm
correspondéncia entre os subgrupos normais de certa classe de
grupos de autonorfisnmos de um corpo e as extensdes nornmais de um
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certo subcorpo. Citamse conb 0S prinmeiros sucessores notaveis de
Galois o ja citado Leopold Kronecker e tanmbém Felix Klein, o qual
recorrera a nocdo de grupo para classificar as geonetrias entéo
conhecidas (1872). Cabe esclarecer que a corrente estruturalista

jamai s teve vocacao fundacional, sendo seu Unico escopo agucar a

percepcdao dos fatos, ol hando-os de uma perspectiva que
privilegiasse as estruturas envolvidas. Sob esse aspecto, 0 mais
not avel expoente do estruturalisno foi Ni col as  Bour baki ,

mat emati co policéfal o que, desde 1935, vem desenvol vendo o | abor
de apresentar toda a matematica sob a Optica estrutural ou, em
suas proprias pal avras:

“My efforts during the last fifteen years [...] have been
directed wholly towards a unified exposition of the basic
branches of mathematics, resting on as solid foundations as
| could hope to provide.” (BOURBAKI 1949, p. 1.)

O parentesco entre o formalismo e o estruturalisno
evi denci a-se nos trés aspectos que RECK & PRICE (2000, p. 341-
342) véem no nucl eo do estruturalisno:

a) A tarefa prinordial da matemdtica € a investigacdo das
estruturas.

b) A investigacdo das estruturas efetua-se por abstracdo da
nat ureza dos obj et os envol vi dos.

c) As propriedas intrinsecas dos objetos nmatemati cos exprinmense
através das estruturas subjacentes.

De qual quer forma, toda a historia ainda ndo foi escrita. Em
um artigo recente, esta cabal mente docunentado, nedi ante citacbes
de Hilbert e de Kronecker, que, enbora discorde do aspecto
filos6fico do dogmatism kroneckeriano, Hilbert considerou o
trabal ho de Kronecker conp nodel o da pratica matemati ca (GAUTHI ER
1994, p. 2.). WMas essa consideracao por Hilbert nos conduz ao
dom ni o do pragmati sno.

5 - O pragmatisno

Sem pretender efetuar a contraposicao entre o pragmaticisno
e outras formas de pragmati sno (cf. PEIRCE 1905), |enbrarei que a
atitude pragmatica perante o quesito gnoseol 6gico consiste em
julgar uma crenca por suas conseqUénci as. Dessa forma, o0
conheci mrento se confunde com um conjunto de crengas que pronovem
o bom éxito, podendo interpretar-se esse bom éxito tanbém em
sentido biologico, cono o faria John Dewey (cf. RUSSELL 1948, p.
156). Nessa acepcao suficientenente |ata, poderenos identificar
essa atitude pragmatica em varias instéancias da evolucdo da
mat emat i ca.
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Contrariando o habito de renontar a G écia, recuenons ao
Egito antigo, onde encontraremps um conhecinmento matematico
talvez ainda n&do conpletanente diferenciado das técnicas de
construcdo ms que permtiu a edificagcdo das portentosas
pi ram des, testemunhas el oqientes e duradouras de que a eficacia
pode prescindir de fundacdo em principios e repousar na
excel éncia de seus efeitos. Atualnmente, o0s docunentos nmais
abrangentes para a pesquisa da matemhtica egipcia, que sao o
papiro Rhind (manual de céalculo do escriba Ahnes) e o papiro de
Moscovo, consignam regras para calcular a area de triangul os, de
gquadril ateros, do disco e do hem sfério; e o volune do cubo, do
par al el epi pedo, do tronco de cilindro circular e do tronco de
pi ram de de base quadrangular. Admte-se que tais regras tenham
sido formuladas cono, posteriormente, o foram nuitas leis
fisicas. (COOLI DGE 1940, p. 9-13; GERMAIN 1962, p. 228; GODEAUX
1960, p. 9-10; STRUI K 1967, p. 24)

Ja foi apontado, na introducdo do presente ensaio, que a
fase de fundanentacdo do calculo infinitesiml fora precedi da de
uma fase inventiva, na qual a técnica elaborada se legitinmva
pel os dados que produzia. E isso ndo foi um excecdo. No dizer
de Brouwer, o0s axionas sdo senpre precedi dos de uma investigacao
da natureza: “lls ne sont pas la réalité prem ere, on |les trouve
apres coup; une fois la nature capturée par hasard, nous nous
mettons a chercher des axiones dans le systeme déja construit.”
(Apud LARGEAULT 1992a, p. 538.)

Tanmbém na invencdo da geonetria hiperbdlica parece haver
desenmpenhado papel dominante a atitude pragmatica. De fato,
Lobachevski procura um sistema geonétrico que se coadune com as
observacbes fisicas, isto, um sistema geonetrico que forneca
resul tados conpativeis com os resultados obtidos enpiricanente.
Un significativo exenplo que ele apresentou envolve uma forca
atrativa, concentrada em um ponto material, que se difunde em
todas as direcbes. Por sinetria, tal forca distribuir-se-a
uni fornmemente na superficie de unma esfera centrada no ponto
consi derado. Conmp [segundo a lei da gravitacdo] a intensidade
dessa forca € proporcional ao inverso do quadrado da distéancia
entre o ponto considerado e o ponto no qual a forca esteja
aplicada, a expressao que fornece a area da superficie esférica
deve conter conp fator o inverso do quadrado dessa distancia.
Acrescenta Lobachevski que, se fosse outra a lei fisica que
regesse a intensidade das forcas, terianps que construir um
sistema geomeétrico conpativel com essa outra lei fisica. (Cf.
LOBACHEVSKI 1955, p. 61-62.)

Um conceito cuja aceitacdo obedeceu, avant |la lettre, aos
canones do pragmatisno foi a nocdo de numero conpl exo. O método
de resolucdo da equacao de terceiro grau fora inventado por
Sci pi one del Ferro (1515). Aplicado por Rafael Bonbelli (1572) a
equacdo x® - 15x = 4, forneceu a raiz 4 conp a soma de parcel as
expressas nediante a raiz quadrada de - 1, induzindo-o a inferir
gue "sO aparentenente as raizes sdo immginarias". A nudanca na
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atitude perante os nuneros conpl exos evidenciou-se nas pal avras
de Albert Grard (1592-1623): "Podem perguntar-ne por que adotar
essas sol ucdes inpossiveis. Respondo-lhes que o fazenpbs por trés
notivos: por preservarem a validade das regras gerais, por sua
utilidade e por inexistiremoutras solucgdes."” (CARVALHO 1992, p.
111; MLIES 1990, p. 6-7.)

Desde entao, oS nuneros conplexos conmegcaram a @ ser
anpl anente enpregados, até nesnp por notéveis matemati cos que
nutri am profundas reservas conceituais. Assim Gottfried Leibniz
considerava que “o0 Espirito Divino se havia exprimdo
subl i menment e nessa maravil ha da analise, nesse portento do nmundo
das idéias, nesse anfibio entre o ser e o nado ser, a que
chamanos raiz imaginaria da unidade negativa." (Apud CARVALHO
1992, p. 109.) E Leonhard Euler afirmava em sua Al gebra (1770):
“desses nunmeros sé podenpos afirmar que ndo sdo iguais a zero,

nem maiores que zero, nem menores que zero, 0 que
necessariamente os torna imaginarios ou inmpossiveis.” (MLIES
1990, p. 7)

Nesse episodio tao notavel inspirou-se CROVNE para formnular
a sua “terceira lei” atinente aos canones de nudanga na
mat emat i ca: “Enbora as exigéncias da | 6gica, da consisténcia e
do rigor tenham por vezes, instado pela rejeicao de alguns
conceitos hoj e acei tos, a utilidade desses conceitos

repeti damente forcou os nmatenmaticos a aceita-los e a toleréa-|Ios,
mesnmo enfrentando fortes sentinmentos de aflicédo.” (CRONE 1975.)

Ber nard Bol zano, reconheci do precursor de todos os
anal i stas, ofereceum em 1817, uma “prova puranente analitica”
(rein analytischer Beweis) da existéncia de uma raiz de
pol i nébm os. Mas, conforme observa KITCHER (1975, p. 229-230),
Bol zano nao propbe essa nova prova por desconfiar das
anteriores, fundada em argunent os geonétricos: “Nada se tem por
objetar quanto a veracidade ou a evidéncia desse teorem
geométrico.” EmM um escrito posterior, Bolzano distingue entre
provas que dado certeza (Gew szmachungen) e suas provas
analiticas ideais (Begriundung) e defende que a certeza de nosso
conheci nento matemati co repousa, em ultinma instancia, na riqueza
de nossa experiéncia, a qual confirma a teoria matenmatica.

Os autores seguintes enxergaram matizes pragmaticos tanto
no | ogicisno quanto no intuicionisno.

a) Segundo DELACAMPAGNE (1997, p. 44), o enpreendinento
| ogicista de Russell e Whitehead apresenta trés falhas. A
terceira falha reside em que a UuUnica resposta possivel ao
guesito da escol ha das nocdes primtivas é a seguinte: Essa
escol ha justifica-se a posteriori, por permtir a reconstrucéao
da aritmética e da anali se.

b) Segundo COSTA (1992, p. 36), “Brouwer insiste em que a
mat emati ca ndo se conpbe de verdades eternas, relativas a
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obj etos intenporais, nmet af i si cos, senel hantes as idéias
pl at 6ni cas. Em contraposicao, com base em pressupostos
pragmati cos, ele procura denmonstrar que o saber nmatematico
escapa a toda e qual quer caracterizacdo sinmbdélica e se form
em et apas sucessivas que ndo podem ser conheci das de antendo.”

No ensaio “A renaissance of enpiricism in the recent
phi | osophy of mathematics?”, o celebrado Lakatos assinala uma
dazi a de autores contenporaneos que nao estdo satisfeitos com as
tentativas de fundacdo esbocadas ou que apontam a experiéncia

cono |legitimdora, a posteriori, das teorias construidas.
(LAKATOS 1981, ©p. 42-66.) Anuncia, tanmbém o fato, pouco
di vul gado, de que Bertrand Russell, ja em 1924, havia abandonado
o credo, anteriornente partilhado como Circulo de Viena, de que
a matematica se legitime a priori. Em 1924, Russell defendia que

a loégica e a matematica, assim conp as equacfes de Maxwell da
el etrodinamca, se aceitam em virtude da veraci dade de suas
conseqUénci as observadas.

Sur pr eendent enent e, Lakat os esquece de referir que o
proprio Nicol as Bourbaki defendia uma visdo pragmatica da | 6gica
e da matemati ca. Vej anpbs cono se exprime Bourbaki:

“In other words, logic, so far as we nathenmaticians are
concerned, is no nore and no less than the granmar of the
| anguage which we use, a |anguage which had to exist before
the grammar could be constructed. [...] Hi stori cal
speaking, it is of course quite untrue that mathematics is
free from contradiction; non-contradiction appears as a
goal to be achieved, not as a God-given quality that has
been granted us once for al | . [...] Absence  of
contradiction, in mthematics as a whole or in any given
branch of it, thus appears as an enpirical fact, rather
than as a netaphysical principle. The nore a given branch

has been developed, the Iless likely it becones that
contradictions nay be nmet with in its further devel opnment.
[...] VWhat wll be the working mthematician's attitude
when confronted with such dilemmas? It need not, | believe,

be other than strictly enpirical.” (BOURBAKI 1949, p. 1-3.)

RATNER (1992, p. 476) nota que Lakatos deveria também citar
a relevancia da abducdo, do falibilismo e dos experinentos
mentais de Peirce. Nesse ensaio, RATNER aponta a convergéncia
entre as teses esposadas por John Dewey, na sua Logic: the
theory of inquiry (1938) e as opinides emtidas por alguns
fil 6sofos e al guns matemati cos cont enporaneos acerca do tema de
nossa di scussao.

E instrutivo observar que o pragmatisnp tanbém inspira
estudos contenporaneos sobre o construtivisnm. Por exenplo,
HELLMAN (1998) sustenta que a matematica construtivista seja
i nadequada a fisica do espacgo-tenpo, nao podendo, portanto,
constituir-se em alternativa a matematica cl assica. Sua posicéao
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€ contestada por BILLINGE (2000), a qual defende que a presente
exi sténcia de resultados ndo construtivos na fisica néao
significa que ndo se possam fornular alternativas construtivas
adequadas. Notenps que anmbos os interlocutores discutem o tem
da validade da matematica construtivista, ancorados em um nmesnmo
critério pragmatico de legitimcdo: a aplicabilidade a fisica.
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